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AL LETTORE

Raccogliere e coordinare le formole fondamentali per
I’analisi intrinseca degli enti geometrici; esporne sobria-
mente, e per vie elementarissime, le piu semplici appli-
cazioni, col solo scopo di mettere in luce la potenza del
metodo intrinseco ed affermarne la superiorita sull’insieme
dei procedimenti in uso per lo studio infinitesimale dei fatti
geometrici dello spazio; stabilire e proporre una segnatura
uniforme ed espressiva, che permetta di svolgere i calcoli
con elegante agilitd; comunicare ai miei uditori il gusto,
in me vivissimo, di simili ricerche: con questo programma
io presi a dettare, nell’ Universita di Napoli, il breve corso
di lezioni, che ora pubblico. Mi auguro che ne germoglino
ben presto, per opera di valorosi giovani italiani, piti im-
portanti ed elevate produzioni.

Napoli, 15 Giugno 1895.
E.C.

P. S. (12 Maggio 1896). Se da questo libro verrda qualche vantaggio alla cultura ma-
tematica italiana se ne dovra esser grati ad un mio caro ed illustre Maestro, il Prof. VaLex-
TIN0o CERRUTI dell’Universita di Roma, al cui valido appoggio morale e materiale debbo se sono
riuscito, dopo quasi due anni di peripezie, a rimuovere gli ostacoli che si opponevano a questa
pubblicazione. Sento poi il dovere di manifestare al mio amico Dott. Alfredo Perna, per la
correzione delle bozze e per l'accurata ed intelligente esecuzione delle figure, la mia viva ri-
conoscenza.




1. DISCUSSIONE INTRINSECA DELLE CURVE PIANE.

1. Tangente e normale. Siano M ed M’ due punti d’una curva piana.
Fissato M, si faccia tendere M’ ad M, lungo la curva. Se la retta MM’ tende
ad occupare una posizione limite, in questa essa prende il nome di {angente,
e la perpendicolare elevata per M alla tangente )
si chiama normale alla curva, in M. Supporremo
sempre che, dato M, si possa prendere M’ abba-
stanza vicino ad M perché 1'arco MM’ ammetta
in ogni punto‘la tangente, ed inoltre I'angolo ¢
della tangente in M con una retta fissa varii sem-
pre in un senso quando M si avvicina indefinita-
mente ad M'. In queste condizioni & chiaro che la
lunghezza 8s dell’arco MM, superiore a quella
della corda MM, & inferiore alla somma delle distanze e » di M’ alla
normale ed alla tangente in M, dimodoché si ha

Vul+ o' <Bs<u+tv ;

e poiché, per la definizione stessa della tangente, quando M’ tende ad M

. v
hm;:O ) (09)]
si ha pure
lim > =1 @
—=1. )

D’ora innanzi assumeremo sempre come variabile indipendente la lunghezza
s dell’arco OM, contata in un dato senso a partire da un’origine O, scelta
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ad arbitrio fra i punti della curva, dimodochd, stabilito come infinitesimo
principale I’ incremento che subisce s nel passaggio da M ad M, cioé la
lunghezza 3s dell’arco MM/, si vede dalla (2) che, nelle ricerche di limiti
di rapporti, a 8s si pud sostituire % ; poi la (1) mostra che v & un infini-
tesimo superiore. Dunque, fra le infinite rette che passano per M, la ¢an-
gente @ caratterizzata dal fatto che le sue distanze dai punti infinilamenie
vicint ad M sono infinitesime di ordine superiore.

2. Curvatura. Supponiamo che, col tendere di M’ ad M, anche il punto
d’incontro N delle normali in M ed M’ tenda ad una posizione limite C. 1!
punto C si chiama centro di curvatura, e la sua distanza da M, contata in
un dato senso, & il raggio di curvatura, che si rappresenta abitualmente
con p. Siccome & naturale che si chiami pilt 0 meno curvo I’ arco infinite-
simo MM, secondo che il punto N & pilt 0 meno vicino ad M, si & condotti

a prendere - come misura della curvatura. Intanto si ha

MC=limMN=lim(v+ucot&cp):lim%’ :

quindi . R

—lim ¥

S =limg 3)

La curvatura si pud dunque considerare anche come il limite del rapporto
dell’angolo 8¢ all'arco 3s: Evidentemente p varia, in generale, da un punto
all’altro della curva, ciot la curvatura é funzione dell’ arco, e si vedrd ben
presto che il conoscere questa funzione basta per definire la forma della
curva, ma non per fissarne la posizione nel piano. Per tale ragione la

relazione
f(s,)=0 ,

che si ha in ogni punto d’una curva fra s e p, si chiama l'equazione in-
trinseca della curva stessa.

3. Anche I'angolo ¢ & funzione di s, e I’eguaglianza (3) ci dice che
la curvatura & appunto la derivata di tale funzione. Ne segue che, se si
computano gli angoli ¢ a partire dalla tangente noll’origine (arbitraria)
degli archi, si ha

o= *ds

A
purché 1'integrale abbia un senso: cid si potra sempre ottenere nelle curve
che stiamo considerando, perché basterd assumere 1'origine O talmente
vicina ad M, che in ogni punto dell’arco OM esista la tangente. La fun-
zione ¢ ha grande importanza per la discussione delle curve piane, date
mediante la loro equazione intrinseca. Quando, col tendere di s ad un li-
mite finito o infinito, ¢ diventa infinita, la tangente nel corrispondente
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punto M cessa di esistere. Noi supporremo sempre che cid avvenga soltanto
in punti isolati. .

4. Trasportiamo per un istante in M I'origine degli archi, e prendiamo
M’ abbastanza vicino ad M per escludere dall’arco MM’ ogni punto a tan-
gente indeterminata. Se si osserva che si ha

du dv
T 0089, ==seng, 4)
la regola di I'Hospital di subito, per M' tendente ad M,
v 1. itge 1
lim —“—‘—'E'llm ';‘——2—9 o (5)

Dunque la distanza della tangente in M dai punti infinitamente vicini ad
M é generalmente infinitesima del secondo ordine; ma diventa infinitesi-
ma di ordine superiore o inferiore al secondo quando la curvatura & nulla
o infinita, rispettivamente. Ora osserviamo che, data I'equazione intrin-
seca, e calcolata ¢, I'integrazione delle (4) fornisce % e v in funzione di s,
e permette di costruire qualunque arco della curva, che non racchiuda
punti a tangente indeterminata. Cosi & dimostrato che i varii pezzi d'una
curva, privi di tangente solo negli estremi, sono determinati nella forma
dall’equazione intriseca, pur rimanendo arbitraria la loro mutua disposi-
zione come la situazione dell’intera curva nel piano.

5. Esempii: @) Se la curvatura ¢ nulla in ogni punto, si ha ¢ =0,%—g,v=0,
e perd la linea & rexa. Si trova piu generalmente una circonferenza di raggio a
quando p=a. Si ha infatti

s 8
== > u=asen; , v=a(l—cos ;—) ’
e si vede subito che tutti i punti della curva distano di a dal centro unico di cur-
vatura, e che in questo concorrono tutte le normali. In particolare si pué conside-
rare p=—_0 come I'equazione intrinseca d’'un punto isolato. Un’equazione qualun-
que, che contiene 1’ unica variabile p, rappresenta un insieme di punti e di circoli,
reali o immaginarii.
) Si chiama catenaria la curva rappresen-

tata dall’equazione

R
P—a+'; .
Nell'origine degli archi @ p==a; poi, quando s cre- T A E X
sce indefinitamente, anche p va crescendo all'infinito, mentre
*ds s
<p_.f ?_arctg; ()
0

cresce da 0 ad !/, 7. Dunque la tangente tende a disporsi perpendicolarmente alla
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sua posizione iniziale, ed intanto si allontana all’infinito, perche

4 14
_ do _ [ ™
u_ab( b—(’—ﬁ_alogtg(g-{—x)

cresce indefinitamente con s. Altrettanto accade per s negativo: la curva & mani-
festamente simmetrica rispetto alla normale nell'origine. La parallela condotta
alla tangente nell’origine, alla distanza 4, in modo da non incontrare la curva, si
chiama direttrice. Ora

o perd, se 8i projetta M sulla direttrice, in P, la projezione di MP sulla normale
é costantemente uguale ad a. Inoltre, siccome dalla (6) si ha s—=atge, la proje-
zione di MP sulla tangente ¢ uguale all'arco OM. Finalmente, se si osserva
che pcos®*9=a, si vede che il centro di curvatura, in M, é simmetrico, rispetto
ad M, del punto in cui la normale incontra la direttrice.

¢) Rassomiglia alla precedente la catenaria di eguale resistenza:

p::% (e;+ e ;) .
Il calcolo di ¢ conduce alle formole

= 2 = Lz
=g s_alogtg(2+4) )

dalle quali si vede che p e ¢ variano con s come per la catenaria. Inoltre la prima
formola mostra che la projezione del raggio di curvatura sulla normale nell’ori-

gine degli archi ¢ costante. Sono anche da notare le formole % —=ag,v =alog %,

che si ottengono integrando le (4).

6. Flessi e cuspidi. Riprendiamo la formola (5) ed osserviamo che,
quando in un punto M la curvatura ha un valore finito, diverso da zero, la
curva & situata tutta (nelle vicinanze di M) da una parte sola della tan-
gente, perchd, nel tendere di M' ad M, qualunque sia il segno di %, finisce
v per assumere e conservare il segno di p. Supponiamo invece che, con-
tando gli archi a partire da M, p tenda a zero o vada indefinitamente
crescendo come la potenza »™* di s: cid avverrd sempre quando fra s e p
intercede una relazione algebrica, nel qual caso si potra inoltre affermare
che » & razionale. Ora, supponendo #» <1, si ha

v 1 tge 1 8 <
i = M S ma— e @

e si riconosce nuovamente che fra la curva e la tangente si avvera un
contatto maggiore del solito quando p & infinito (» <0), ed un minor con-
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tatto quando ¢ & nullo (0 <# <1). In entrambi i casi la curva ha I’or-
dinaria forma, intorno al punto che si considera, se » & il quoziente d’un
numero pari per un numero dispari; ma, quando n & il quoziente di due
numeri dispari, v cambia segno insieme ad %, cio¢, in M, la curva attra-
versa la tangente, e cid si riconosce anche, piii direttamente, osservando
che p cambia segno con s. In questo caso il punto M si chiama flesso o
punto dinflessione. Invece, se n & il quoziente d’'un numero dispari per un
numero pari, I'infinitesimo % & suscettibile di soli valori positivi, per cia-
scuno dei quali v prende due valori con segni opposti. Dunque la curva
esiste de una parte sola della normale, e vi ammette due rami, separati
dalla tangente. Si dice allora che in M si ha una cuspide, 0 che M & un
punto di regresso. Le cuspidi ed i flessi possono dunque presentarsi solo
per quei valori di s, che sono radici delle equazioni

~

ed & utile notare che, quando si considerano le sole radici semplici, la
prima equazione fornisce le cuspidi, la seconda i flessi.

7. Assintoti. Se, per s infinito, la funzione ¢ tende ad un limite finito
&, la curvatura non pud tendere ad un limite non nullo, perchd, ammessa
I'esistenza d’un tal limite, siccome si ha
=1im*® =1 2)\=atlimE
a=lim A =lim (<p+ P) o-lim o ®
si vede che necessariamente p deve crescere all’infinito con s. Si ha dunque
un punto di maggior contatto, le cui coordinate rispetto alla tangente ed

alla normale in un punto qualunque (che si suppone tuttavia scelto in
modo che ¢ resti finito) si ottengono integrando le (4):

U= f,pcos(pd(p ,. v=fpsenqadq> .
Yo 0

E possibile che i precedenti integrali siano infiniti, ed allora il punto con-
siderato sta all’infinito, ma la tangente alla curva, nel punto stesso, & ben
determinata dall’angolo « e dalla distanza all’ origine

q=usena—vcoaa:fapsen(a—q»)dcp ,
(]

che pud avere un valore determinato. La retta cosi ottenuta, posizione li-
mite della tangente in un punto M, che si allontana indefinitamente lungo
un dato ramo della curva, si chiama assinfofo. Ora si osservi che 'ultima
formola fa conoscere il valore della distanza ¢ dell’assintoto da un punto

qualunque della curva. Se si suppone che questo vada retrocedendo verso
2
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il pitr vicino punto, in cui ¢ diventa infinito, I’espressione di ¢ si trasforma in

I:pun(a—¢)d¢=ﬁsen¢d¢ ,

ponendo «—¢=¢. Dunque, se si calcola

) “ s
=%

e si determina p in funzione di ¢, la distanza cercata sard data dalla

formola :

q=(f;sen4»d¢ . . (€]

Se si suppone invece che il punto si allontana indefinitamente, a sua volta,

sullo stesso ramo di curva, gia percorso dal punto di contatto, & chiaro che

a tende a zero, e perd altrettanto si pud dire di ¢, ciod la distanza del

punto mobile sulla curva allassinloto tende a zero. Osserviamo finalmente

che, in virta di (8), I'assintoto pud esistere solo quando p & infinitamente

grande insieme ad s, d’un ordine superiore. Se si trova che I'ordine & mi-

surato dal quoziente d'un numero dispari per un numero

\ / / \ pari, si pud dire che all’infinito la curva si comporta

Y /| ~come intorno ad un punto ordinario, e perd essa ha due

rami che si estendono all’infinito nei due sensi, da una

stessa parte dell’assintoto. Invece, se I'ordine & misurato

/ / dal quoziente di un numero intero, dispari o pari, per

un numero dispari, i due rami sono separati dall’ assin-

toto, e si estendono nei due sensi 0 in un senso solo. Si ha, nel primo caso,
un assintoto inflessionale, e nel secondo un assintoto cuspidale.

8. Esempii: a) La curva rappresentata dall’equazione p*==2as ha, nell’ori-
gine, un punto di regresso; poi si svolge intorno all’ori-
gine in una infinitd di spire, sempre meno curve, che si
estendono all’ infinito. Si ha infatti p=aq, e si vede cosi
che p e ¢, nulli con s, crescono indefinitamente insieme
ad s. La distanza d’un punto qualunque alla tangente cu-
spidale &

P
v=af psengpdp=—a(senp —¢qcosq) .
()

Dunque la distanza del centro di curvatura alla medesima retta  aseng, o perod
i centri di curvatura stanno sopra una circonferenza di raggio a. Inoltre,
poichd MC & appunto uguale all'arco OC della circonferenza, si pud immaginare
la curva come descritta da uno dei capi d’'un filo inestendibile, avvolto sulla
circonferenza, mentre 1'altro capo si tiene flsso ed il filo si va svolgendo man-
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tenendosi sempre teso. Per questa ragione alla curva considerata si da il nome
di sviluppante di circolo. 2

5) Chiamasi frattrice la curva definita dall’equazione p=a\/e;— 1.
Supponendo s infinitesimo, si vede subito che, intorno all’origine, questa curva si
comporta come la sviluppante di circolo, rappresentata dall'equazione P=V273 ;
ma, crescendo s all’infinito, I'angolo ¢, crescendo sempre,
tende ad !/, m, perche si ha p—atge; e siccome

u=‘f°pcosq)dq>=a(l —cos¢)
0

tende ad a, si vede che, alla distanza a dalla cuspide, e
perpendicolarmente alla tangente cuspidale, esiste un assin-
toto. Inoltre, per la seconda formola trovata, é costante-
mente uguale ad a il segmento di tangente compreso fra il punto di contatto
e Uassintoto; e la prima formola conduce ad una costruzione semplice del centro
di curvatura, perché mostra che il centro di curvatura si projetta, sull'assin-
tolo, al piede della tangente. Finalmente, per tener conto delle due determina-
zioni che ha p per ciascun valore di s, bisogna immaginare la curva come co-
stituita da due rami infiniti, simmetricamente posti rispetto alla comune tan-
gente cuspidale.
¢) Molto importante & la classe di curve, definita dall’equazione

St
;’—{-b—’:l .

A questa si soddisfa prendendo s=asen0,p=~cos0, di gunisa che o= —:— 0.

Un arco di lunghezza 2a, simmetrico rispetto all’origine, & tutto chiuso nel cir-
colo di raggio &, che lo tocca nell’origine stessa (6—=0), e termina in due cu-
spidi (6==="'/,x). Rispetto alla tangente ed alla normale nell’origine le coor-
dinate d’una cuspide sono

T

f‘ ab ab? 1]
u:.-a( o c083c050d0=—;—_—b,cos 25

T

v=—aq : at oao—-—b“' ab’ senﬂ—a
= o""‘?"’“ Ta B at—b 2

Le tangenti cuspidali concorrono dunque in un punto P,
situato alle distanze rispettive
ab? ba?
at—5 ' Qr—

dalle cuspidi e dall'origine. La circonferenza descritta dal centro P col raggio
ab':(a*—0b%) si chiama direttrice. Per tener conto del cambiamento di segno
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di p quando s diventa uguale ad @, bisogna immaginare la curva come costituita
da pid archi, tangenti fra loro nelle cuspidi: il luogo di queste & appunto la diret -
trice. Secondo che a>& o a<<b la curva é esterna o interna alla direttrice. Nel
primo caso si chiama epicicloide, nel secondo ipocicloide. Particolarmente note-

N A Vole & la cicloide. Questa & rappresentata dall’'e-

: ! quazione s*-}-p*=a?, ed &, per cosi dire, la curva
k e ) che separa le ipocicloidi dalle epicicloidi: la sua
_ : i direttrice & rettilinea. In generale il numero delle
0 cuspidi & infinito; ma per le linee cicloidali, che

si hanno a considerare ordinariamente, il rapporto a:b & razionale, ed a cid si
deve se le cuspidi cadono in un certo numero limitato di punti, vertici d’un poli-
gono regolare. Questi possono essere incontrati nell’ordine stesso in cui si seguono
sulla circonferenza direttrice da un punto che percorre la curva in modo con-
tinuo, ma pud anche darsi che il punto mobile raggiunga successivamente le
cuspidi in altro ordine, ed allora si ha una linea cicloidale stellata. Le pit sem-
plici epicicloidi son quelle che hanno una sola cuspide. Affinch®, partendo dalla
cuspide A, il punto mobile ritorni in A senza avere incontrato altra cuspide,
& necessario che 1'angolo delle direzioni positive della tangente cuspidale e della
na
26
te '/,m. Nel caso piit semplice dev'essere a =35, ed allora si ha la cardioide ,
che vien dunque rappresentata dall’ equazione s*--9p*==costante. Pin general-
mente, se # & un numero dispari, I’equazione
s* |- n%* —costante rappresenta un’epicicloide
monocuspide, che per #=5,7,9,... sard una
cardioide stellata sempre pid complicata. Le pit
semplici ipocicloidi son quelle che hanno tre o

tangente nell’origine, ciod _- , sia uguale ad un numero dispari (>3) di vol-

quattro cospidi; per esse 1'angolo "‘E; ¢ Ia

terza o la quarta parte di 27, e perd si ha =234 per le tricuspidi, 5==2a per le
altre. Dunque I'ipocicloide tricuspide & rappresentata dall’equazione 9s*+ p*=—=co-
stante, e la tetracuspide, che si chiama anche
asteroide, dall’equazione 4s*-}- p*=coslante.
Per cinque cuspidi si ha, oltre 1'ipocicloide
25s* - 9p* = costante, aunche 1’ipocicloide
stellata 25s® -} p* = costante; ecc.

d) Pseudocicloidi sono le curve rappresentate dalle equazioni

-----

s—pt=at, p'—s'=aq?,

alle quali si soddisfa prendendo

§= % (Pe®),p= % (?xe™),

dove ¢ ha il solito significato. La prima curva ha una cuspide
(=0, s=a), intorno alla quale si comporta come la svilup-
pante d’ un circolo di raggio a intorno alla sua cuspide; I’ altra
si comporta invece intorno all’ origine (p==0, p==a) quasi come una catena-
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2
ria (p:a + ;—;) Entrambe, crescendo s, si svolgono in infinite spire, che si esten-

dono all’infinito e tendono ad incontrare sotto I'angolo !/, & le rette nscenti da un
punto. Infatti, scelta convenientemente 1’ origine P delle coordinate % e v, si ha,
per un punto qualanque,

1
u=5(scosq>+psenq>) , v:%-(ssentp—pcosqw).

Ne segue che la pseudocicloide cuspidata incontra i raggi vettori sotto un angolo
che va crescendo da 0 ad !/, =, mentre per I'altra il medesimo angolo va decre-
scendo da '/, ad '/, m. Inoltre le projezion: del raggio vettore PM sulla tan-
gente e sulla normale in M sono rispettivamente uguali alla metd dell’arco s
ed alla meta del raggio di curvatura in M.

9. Punti assintotici. Dobbiamo ancora considerare quelle radici di
¢, che rendono infinita la funzione ¢. Nel punto M, corrispondente ad una di
esse, non esiste la tangente; ma questa, per le ipotesi fatte, esiste in un
punto M’ sufficientemente vicino ad M, ed in tutti i puati intermedii. Quan-
do M’ tende ad M, la tangente in M’, eseguendo infiniti giri sempre in un
senso, finisce per diventare indeterminata. La curva si avvolge dunque in-
definitamente intorno al punto M, che per questa ragione si chiama punio
assintotico, sebbene possa essere raggiunto da M’ anche dopo un percorso
finito. Le coordinate d’ un tal punto si calcolano integrando le (4), le quali
danno, assumendo @ come variabile d’ integrazione,

u=ﬁcos¢d¢p , v= | psengdp, @ (10)
0 0

purche si scelga 1'origine in modo che ¢ resti finita nel corso dell’inte-
grazione, vale a dire che fra l'origine ed il punto considerato non esistano
altri punti a tangente indeterminata. Si constata rapidamente I'esistenza di
un punto assintotico, in M, quando, messa in M I’origine degli archi, si trova
che p & infinitesimo insieme ad s, d’un ordine non inferiore ad 1. Allora, in-
fatti, si ha, invece di (7),
im— —lim>>0
lim logs_hm . <0 ,
e,per n>1, ) .
: n-1___ T 8_> .
limes" "= n_lllm 5 <0;
ciod ¢ diventa infinito quando s e p tendono a zero. Invece per # <1 si & vi-
sto (§ 6) che la tangente é determinata.

10. Circoli assintotici. Per considerare tutti i casi di punti a tan-
gente indeterminatg dobbiamo cercare tutti i valori di s, finiti o infiniti,
che rendono infinita la funzione ¢; e poiche, messa l'origine in M, si ha

1 .
lim —}:lim— .
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quando esiste il secondo membro, si vede che i valori finiti annullano g, e
perd corrispondono a punti assintotici. Solo quando s cresce indefinitamente
insieme a ¢ puo darsi che p tenda ad un limite non nullo @. Allora la curva,
invece di avvolgersi intorno ad un punto, gira assintoticamente intorno ad
una circonferenza di raggio a, esternamente o internamente secondo che
il valore assoluto di p si mantiene superiore o inferiore al suo limite; ma
pud anche darsi che la curva finisca per serpeggiare indefinitamente in-
torno alla circonferenza, come accade quando p non cessa di oscillare in-
torno al suo limite. In seguito si vedra che il centro della circonferenza as-
sintotica & la posizione limite a cui tende il centro di curvatura in M,
quando M si allontana indefinitamente, sulla curva, dall’origine degli archi.
Bisogna dunque adoperare, per trovarne le coordinate, invece delle (4) in-
tegrate, queste altre:

3 L
u:fcowds—psenq; y v= [ sengpds}pcose.
0

0

Per conseguenza, al limite,

. _ ”dp _ odp
u._—IaTq’sen¢d¢ , v_.l[(-l;coscpdcp. (11)

I circoli assintotici comprendono evidentemente i punti assintotici come caso
particolare, e del resto si verifica facilmente, integrando per parti, che le
formole (11) si riducono alle (10) quando p tende a zero per ¢ infinito. Ed &
chiaro a priorg che solo intorno ad un punto pud accadere che la curva si
avvolga cosi s&‘ettamente da raggiungere il punto stesso dopo un percorso
finito. Se poi p e ¢ crescono indefinitamente insieme ad s, anche il circolo as-
sintotico & infinitamente grande, e cid si pud esprimere dicendo che la curva
va ad avvolgere assintoticamente il punto all'infinito. Per esempio, si puod
dire che (§ 8, @, d) la sviluppante di circolo e le pseudocicloidi hanno un
punto assintotico all'infinito.

" 11. Esempii: a) Il raggio di curvatura della linea rappresentata dall’equa-
zione p=ae® va crescendo da zero all’infinito quando s percorre,

crescendo, 1’ intero sistema dei numeri reali. L'angolo

st a
q'_([?" P

va invece decrescendo dall’infinito & zero, e perd la curva ammette un punto
assintotico (s=—=—o0) ed un assintoto (s—=o0), distanti fra loro per

_ Qsenq: __ma
q._.af ¥ d4¢_§- .

0
La curva & geometricamente definita dalla proprieta g =—q: sulla circonferenza

|
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di centro C, che passa per M, la perpendicolare abbassata da C sull'assintoto
stacca, a partire da M, un arco di lunghezza coslante.

&) Un’equazione lineare fra s e p, se contiene effettivamente le due varia-
bili, si pud sempre ridurre alla forma p=—=FKs, prendendo come origine degli archi
il punto in cui si annulla p. In questo punto la funzione ¢, proporzionale a log s,
diventa inflnita. L’origine degli archi ¢ dunque un punto assintotico della curva, a
partire dal quale il raggio di curvatura va diventando sempre pid grande, e cresce
indefinitamente, come ¢, insieme all’arco. Dunque la curva si svolge inforno al-
1’origine in una infinita di spire, che si estendono all’infinito, dove ammettono un
altro punto assintotico. A questa notevole curva si da il nome di spirale logarit-
mica, ed il punto assintotico a distanza finita si chiama polo della spirale. Un’equa-
zione omogenea fra s e p rappresenta un insieme di spirali logaritmiche, reali o im-

agmane ed anche di punti o di circoli: questi, come si vedra meglio in seguito,
sono casi limiti della spirale logaritmica, corrispondenti ai valori nulli o infiniti di k.
¢) Le proprieta della spirale logaritmica si deducono facilmente dalle
espressioni di ¥ e v, relative al polo, calcolate in un punto qualunque della
curva, Si ottiene subito

. —,:; ks —,‘; ks
u=ks | ¢ coscpdq::—l—_,‘_—k. , v=Fks | e sempdep=1+k,;

[ 0
quindi k=cot0, chiamando 6 I'angolo acuto che fa
la spirale, in M, col raggio vettore OM, Dunque la
spirale logaritmica incontra sotlo un angolo co-
stante tutte le relte uscenti dal polo.- Vedremo in
seguito che questa proprieta caratterizza la spirale lo-
garitmica, purche si escludano i valori 0 ed !/, = di
0, ai quali corrispondono le rette e le circonferenze,
e si prenda inoltre il polo a distanza finita. Intanto
si ha

V“’ + vs —_—

l+k,-—scosO=psen0 .
Dunque la perpendicolare condotta per O al raggio vettore OM incontra la nor-
male nel centro di curvatura, e stacca dalla tangente, a partire da M, un
segmento uguale alla lunghesza dell’arco OM. Anche queste (come si vedra)
sono proprieta caratteristiche della spirale logaritmica.

d) Si chiama clozoide la curva definita dall’equazlone sp=a’. Qui la fun-
zione @ & proporzionale ad s® Essa & finita per s=—=0, quando p & infinito, ed
inflnita per s===00, quando p=0. Dunque I'origine degli archi & un punto d’in-
flessione, a partire dal quale, nei due sensi, la curvatura si
va sempre piu accentuando, in modo che la curva va ad
avvolgersi assintoticamente intorno ai suoi estremi, sim-
metricamente posti rispetto all’origine. Siccome si ha

ie coordinate d’un punto assintotico, rispetto alla tangente ed alla normale nell’o-



—16 —

u=if cosepd - a senq»d
V24, Ve o Ve
Ora, osservando che

a -1, in
%4 iv= —_-fcp 1%dp—a /1— s
Vay, V'

si trova subito ¥—=v="*/,a }/=. Dunque i due punti assintotici sono vertici op-
posti d’un quadrato equivalente al circolo di raggio a.

e) Consideriamo piu generalmente le curve che hanno la curvatura pro-
porzionale ad una potenza dell'arco. Scritta la loro equazione sotto la forma
p=ks", si ritrova la spirale logaritmica per n=1, la clotoide per n=—1, la

rigine, sono

sviluppante di circolo per n=%. Mettendo da parte il caso di n=1, si vede sua-

bito che ¢ varia come s'™, ed al coefficiente &, che si pud sempre supporre posi-

tivo, conviene dar la forma
l1-n
a

k= .
il—n .

Cid premesso, quando # & compreso fra O ed 1, ed & il quoziente d’un numero
dispari per un numero pari, si hanno curve analoghe alla sviluppante di cir-
colo, ciod dotate soltanto d’una cuspide nell’origine degli archi, intorno alla
quale si svolgono a spire sempre meno curve, che vanno
ad avvolgere assintoticamente il punto all’infinito. Per gli
altri valori razionali di %, compresi fra 0 ed 1, la curva, pur
avendo nell’origine un minor contatto con la tangente, vi
si comporta come in un punto or-

dinario, o vi subisce un’inflessione

. n<o
)
di guisa che la sua forma generale Q!’ﬂ %fp
; 0

& ben diversa da quella della svi- .
luppante di circolo. Per # negati- }
vo, ed uguale al quoziente di due

numeri dispari, si hanno curve analoghe alla clotoide, ciod dotate d' un flesso,
origine degli archi, e di due punti assintotici; ma, se n & il quoziente d’un nu-
mero pari per un numero dispgri, o viceversa, la curva, pur toccando maggior-
mente la tangente nell’origine, si comporta in questa come in un punto ordi-
nario, o vi ammette una cuspide, e cessa di rassomigliare nel suo insieme alla
clotoide, sebbene ciascuna meta rassomigli alla meta d’ una clotoide. In ogni caso,
adoperando le (10), si riconosce poi che l'origine sta alla distanza

ar*<£)

dai punti assint.otici e che la retta che la congiunge a ciascuno di essi & in-

clinata di 5 (l )sulla tangente nell’origine stessa. 'Finalmente, per n>1, si
ha, come per la spirale logaritmica (»=1), un punto assintotico nell’ origine
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degli archi; ma il punto assintotico all’infinito sparisce perché ¢ non diventa in-
finito insieme ad s. Per vedere se dal punto all’infinito viene
) b/a @~ un assintoto, basta adoperare la formola (8), facendovi

«<ns2 ) 1 "
SR e RN

Si ottiene subito la distanza al punto assintotico:

__8& [
q__n_lfqa senddy .
[})
o
Nelle vicinanze del limite inferiore 1’ integrale si comporta come f ¢ "1 d. Dun-

que l'assintoto esiste a distanza finita solo per n> 2, ed in ,
questo caso si trova J J'k’ Kg

n— m
q_al‘(”_ l)cos =) °

Quando n cresce indefinitamente la curva tende a degene-
rare in un punto ed una retta, situati alla distanza ¢=—a. Cid avviene per cia-
scun ramo cosi: l'arco di lunghezza @, con un estremo nel punto assintotico,
tende a raccogliersi in questo punto, mentre la rimanente porzione di curva va
a distendersi sull’assintoto.

f) Analoghe alla catenaria (§ 5, &) sono le curve rappresentate dall’e-
quazione .

8
=) ——
e a N

n>2

fintantoché 4 e & hanno segni opposti. Per 5—=—a si ritrova la catenaria, giac-
cheé & lecito cambiare il segno di p. Per 6==%%a si ottengono invece le pseu-
docatenarie. Quando s & inferiore a ka, in valore assoluto, si ,

trova

ads 1 ka+s

= A Pa—s 2%k Bha—s "

Dunque un primo arco, di lunghezza 2%a, si avvolge assin-
toticamente intorno agli estremi. Simmetrico rispetto all’ o- °
rigine, esso & chiuso tutto nel circolo di raggio A%a, che tocca la curva nell’ ori-
gine stessa. Siccome si ha

M —e™ 4k%a

MRS PSRy

le coordinate d’un punto assintotico, rispetto alla tangente ed alla normale nell’o-
rigine, sono

® cospde " rma " genpde na
u=—A4k’a = v=4k? —
I @ ey = =’ “f (@4
0

g B

Si svolgono poi dai punti assintotici e si estendono all’infinito altri due rami, ana-
3
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loghi a quelli della spirale s*—=ap. I loro punti corrispondono ai valori di ¢ supe-
riori a ka, o inferiori a — ka. Per ciascun ramo la direzione della tangente & de-

terminata dall’angolo
_ s} ka
¥ f —Ba ] 8 ka

I due rami non hanno assintoto a distanza finita, perché la distanza d’un assintoto
al corrispondente punto assintotico, data dalla formola (9), &

tus ® senddy
g=4k a'[ ks

e d’altra parte si constata che questo integrale non ha un valore finito osservando
che si comporta come log¢ nelle vicinanze del limite inferiore. Come i due rami
infiniti si connettano al ramo finito, nei punti assintotici, non risulta (e, per quanto
si & detto in fine del § 4, non pud risultare) dalla precedente discussione ; ma & fa-
cile vedere che, intorno a ciascun punto assintotico, la curva si comporta come la
coppia di spirali logaritmiche p* = 4k%?"* intorno al polo comune.

g) Si chiamano pseudotratirici le curve definite dall’equazione

_u
p=kall—e °.

Questa si confonde con p=~%k}/2as nelle vicinanze dell’origine, e perd la pseu-
dotrattrice comincia a svolgersi come la sviluppante d'un circolo di raggio &'a;
ma cambia presto contegno, perché, crescendo s, non cresce indefinitamente p,
che tende invece a ka. Dunque la curva ammette, corri-
spondentemente alle due determinazioni di p, due circoli
assintotici. Siccome, a partire dalla tangente cuspidale,

8i ha ket
atp
2kl € ra—p’

le formole (11) danno

~ sen@de na
u——4k'a ") —*¢ Seniand p =z
("4 rox
A 2(e4k l-e u)

v=i4k’af( cospdy == a
e

xp | ,—hG\2
T A

la

come coordinate dei centri dei circoli assintotici. Il segmento staccato sulla nor-
male cuspidale da una circonferenza assintotica & visto dal centro sotto un angolo
che non si pud prendere piccolo quanto si vuole. Tale angolo & minimo per un va-
lore di % vicinissimo a 0,655, nel qual caso le distanze dei centri dei circoli assin-
totici alla normale ed alla tangente cuspidale sono frazioni del raggio, molto vicine
ai valori 0,663 e 0,439.

k) Quali curve sono rappresentate da un’equazione quadratica fra s e p,
priva del termine p*? Quando manca sp, 'equazione, se non rappresenta una cop-
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pia di punti, & riducibile alla forma p=—as® -}-26s-}-¢, e rappresenta pseudocate-
narie o curve analoghe alla catenaria secondo che ac—&* & negativo o positivo.
Se non manca sp, all’equazione si pud sempre dar la forma

a’
p=b+k3+s— .

Fintantoché % non & nullo, il valore di 4 non ha grande influenza sulla forma ge-
nerale della curva. Prendendo dunque 4=—0 si avra

1 s?

Quando % & positivo, ¢ cresce indefinitamente insieme ad s ed a p. Inolire p
diventa infinito anche nell’origine degli archi, intorno al qual punto la curva
" 8i comporta come una clotoide (sp=—=a?) nelle vicinanze del punto d’inflessione.
La curva s'inflette dunque nell’origine, e dalle due parti di questa si svolge
a spire infinite, che tendono a confondersi con una spirale logaritmica (p == &s).
Il raggio di curvatura acquista il minimo valore @' =2aV/k in certi due punti
A ed A’, ed intorno a ciascuno di questi la curva si comporta quasi come una

catenaria (p=a’+2h’ _as_\’ Invece, se & & negativo, A

nei punti A ed A’ la curvatura diventa infinita insieme }/

a ¢. Questi punti sono dunque assintotici, ed intorno 5

a ciascuno di essi la curva si comporta come la coppia

di spirali p*=44%%* intorno al polo comune. Finalmente, /?

se £ (ma non ) & nullo, I'equazione rappresenta una .

curva dotata, oltreché d’un flesso nell’origine, d’una coppia di circoli assintotici
(uno interno, l'altro esterno) di raggio &, giacchd, cre-

scendo s indefinitamente in valore assoluto, p tende a
b, e d'altra parte

s a! bs
cresce indefinitamente. Inoltre ¢ cresce all’infinito anche
quando & tende al valore — a®:5. Si ba dunque, a di-
stanza finita dall’origine, un punto assintotico, intorno al quale la curva si com-
porta come la coppia di spirali a‘p*==>5%* intorno al polo comune.

%) Se poi non manca il termine p*, I'equazione & generalmente ridacibile,
per una conveniente scelta dell’origine, ad una delle seguenti forme:

p=b+t sk Va'—5 , p=bt ARV —a , p=bthstk Y ab .

Eccezionalmente, ciod quando i termini del secondo grado costituiscono un qua-
drato perfetto, all'equazione si pud invece dar la forma p =5 -} ks== V/2as. Come
casi particolarissimi (6—=0,%=0) si ritrovano la cicloide, le due pseudocicloidi e
la sviluppante di circolo. Lasciamo al lettore la cura di compiere, come esercizio,

lo studio di tatte queste curve, e di classificarle intorno ad un numero minimo
di tipi normali.
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II. FORMOLE FONPAMENTALI
PER L’ANALISI INTRINSECA DELLE CURVE PIANE.

1. D'ora innanzi assumeremo costantemente come assi la tangente e
la normale alla curva in un punto qualunque M. Si consideri an punto P,
mobile con M: sia P’ la sua posizione quando I’ o-
rigine M si & trasferita in M'; siano z ed y le coor-
dinate di P, 232 ed y+ 8y quelle di P, rispetto
agli assi di origine M. In generale, quando dai pri-
mi assi si passa a quelli di origine M, le coordina-
te  ed y variano; esse sono dunque funzioni di s,
ed & chiaro che, se M’ & infinitamente vicino ad M, le
coordinate di P’ rispetto agli assi di origine M' sono
z-dz,y{dy. Ora, se rappresentiamo con %,v e con ¢ le coordinate di
M rispetto ai primi assi e 'angolo di cui ruota I'asse = nel passare dalla
prima alla seconda posizione, si ha

@+ de=1u-} (zr +} dx) cosdp — (y + dy) sendp = u -+ 2 | d= — yde ,
Y +dy=v+ (2 8r)sen ¢ - (y + By) cosde=v+ y | By +- o3¢ ,

ciod, dividendo per 3s=ds, e ricordando le prime tre uguaglianze del pre-
cedente capitolo,

S __dw y S;V_dy @ .

z=& et aTaty @
Son queste le formole fondamentali, dalle quali, ponendovi 8z e 8y uguali
a zero, ciod supponendo che P’ coincida con P, derivano immediatamente
le importanti condizioni

do__y dy =
a—? 1 ’ E;—_‘P ’ (2)

necessarie e sufficients per U'immobilitd del punto (z,y). In coordinate polari
(x=rcos0,y=rsend) queste condizioni diventano

dr d
d_s__——cosﬂ Z=—t - @)

Se poi si vuole che la retta definita dalla sua distanza g all’origine e dal-
I’angolo ¢, di cui deve ruotare la sua direzione positiva per confondersi
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con quella della tangente, sia immobile nel piano, bisogna esprimere che
I’equazione della retta

wseng - ycosp 4 g=0
& soddisfatta da infinite soluzioni delle (2). E poiche si ottiene, derivando,

dp_ 1 dg __
(zcosp—yseng) (a—;—?)—senq)+a’-_0 ,

questa relazione deve scindersi nelle altre (evidenti geome‘tricamente)

de 1 dg
— — 4
ds~ p ' ds sene )

necessarie e sufficienti per U'immobilita della retta (9,9)-

2. Prima di andare oltre notiamo alcune conseguenze delle formole (3)
e (4). Supponiamo che, crescendo s all’infinito, la distanza di M ad un punto
fisso P tenda verso un limite finito a. Le coordinate e 6 di P soddisfano
alle (3), e siccome r tende ad a, la sua derivata non pud tendere ad un
limite diverso da zero; quindi, se un tal limite esiste, la prima delle (3)
da lim 6 =1/, . Ora la medesima considerazione si pud applicare a 6, e perd
la seconda formola (3) d& limp=a. Dunque il circolo di raggio a, col cen-
tro in P, & un circolo assintotico della curva. Inversamente, quando la
curva ammette un circolo assintotico, la distanza di M al centro del circolo
non pué tendere ad un limite diverso dal raggio del circolo, altrimenti esi-
sterebbe un limite di p, diverso dal primo. Se poi si osserva che le coor-
dinate del centro di curvatura sono r=p,0="1/,%, e che la prima tende
ad a, si vede che, crescendo r all’infinito, ¢l centro di curvatura tende a
collocars: nel centro del circolo asssntotico. Questa osservazione colma una
lacuna lasciata nel primo capitolo (§ 10) e conduce ad una piu precisa co-
noscenza dei circoli assintotici. Analogamente la seconda formola (4) per-
mette di fare un’osservazione utile per la ricerca degli assintoti, perché
se ¢ tende, per s infinito, al limite zero, ¢ non pud avere altro limite, vale
a dire che, se la tangente ammeite una posizione limite, questa & necessa-
riamente la retia fissa considerata (cfr. I, 7).

3. Dalle formole (2) e (4) emerge il seguente notevole fatto, fondamen-~
tale per la Geometria intrinseca: i parametri atti a fissare i punti e le
rette del piano sono funzioni di s, le cu: derivate si esprimono mediante le
funziont stesse. Cosi le (2) mostrano che le prime derivate delle coordi-
nate z,y d'un punto fisso sono funzioni lineari delle stesse coordinate, ed
altrettanto si pud affermare per le successive derivate, come si riconosce
derivando ed applicando ripetutamente le (2). Cid premesso, quando si cer-
cano le curve che hanno una data proprietd, si & generalmente condotti
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ad una relazione
F(@,930,Y 000 39,9,38000,8) =0,

che involge un certo numero di coordinate di punti e di rette, fissi mnel
piano, e che deve aver luogo qualunque sia s. Ora & chiaro che basta de-
rivare la detta relazione per ottenerne subito un’altra fra le medesime coor-
dinate, facendo scomparire le derivate delle coordinate merce le condizioni
d’'immobilita. Si viene in tal modo non solo a scoprire una nuova proprieta
delle curve incognite, ma, continuando a derivare, si riuscird sempre a co-
stituire un sistema di relazioni, tale che sia possibile eliminarne le coordi-
nate 2,y,2,.... Bisognerd poi integrare I'’equazione differenziale, risultante
dall'eliminazione, per trovare l'equazione intrinseca delle curve richieste.

4 Luoghi geometrioi. Supponendo conosciute le coordinate 2,y
d’'un punto P in funzione di s, come si procede per determinare il luogo
di P? Le formole fondamentali forniscono subito i valori di 8z e 3y ; poi
si ha, per esprimere I'arco elementare di (P), ds'*=2>52--8y*, vale a dire

§= f wds , ®)

dz y P dy | @\?

s __ [ __ Y A adt
* —(ds P +l) +(d~*+ p) '
Determinata 1'inclinazione 6 della tangente, in P, alla linea incognita (P),
sull’asse 2, mediante la formola tg6=23y:3z, si osservi che le inclinazioni
della tangente a (P), in P, sulle tangenti alla linea (M), in M ed M, sono
0-}-8¢' e 6 d0, dimodochd si ha d¢'=38p4-db, e perd, dividendo per ds,

dove si & posto

x 1 db

Fiair) +5 (6)
purchd il senso positivo della normale a (P) si stabilisca in modo che, fa-
cendo ruotare la direzione positiva della tangente finché coincida con quel-
la dell'asse z, coincidano anche le direzioni positive della normale e del-
I'asse y. Finalmente basta eliminare s fra (5) e (6) per ottenere 1’equazione

intrinseca di (P).

5. Inviluppi. L'equazione f(z,y,s)=0 rappresenta, in generale, una
semplice infinitd di linee, ciascuna delle quali corrisponde ad un determi-
nato punto della linea (M). Le linee corrispondenti ai punti M ed M, in-
finitamente vicini, possono aver comuni uno o pilt punti, i quali si debbono
considerare come fissi nel passaggio dell’origine da M ad M'. Le coordinate
di tali punti si ottengono dunque derivando 'equazione f=0 e supponendo
soddisfatte le condizioni (2), esse sono cioé le soluzioni del sistema

— Yy _ N\ _=o o
f(w’yas)—o ’ (’—P’— >D—w_?by+5;—0' (7)
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Conosciute cosi # ed y in funzione di s, basterd applicar loro il procedi-
mento esposto nel paragrafo precedente ger ottenere I’equazione intrinseca
del luogo dei predetti punti d'incontro. K questo luogo che si chiama in-
viluppo delle linee f=0. Pud tuttavia accadere che le (7) si riducano ad
una sola equazione, ed allora si ha una curva sola, come avviene, per esem-

pio, quando f=0 & 'equazione della stessa (M). Di questa osservazione
ci gioveremo in seguito.

6. Si dimostra facilmente che 'snviluppo tocca tutte le linee invilup-
pate. Sia infatti P un punto comune alle due linee f=0, corrispondenti a
due punti M ed M/, infinitamente vicini sulla curva (M). Siano 6 e 6 le
inclinazioni sull’asse z delle tangenti in P all’inviluppo ed all’inviluppata.
Evidentemente, fissato s, il valore di tg0’ & dato dal rapporto dy:dz, che
si ricava dalla relazione

—s +b'°s =0,

Invece 0 si determina col procedimento indicato nel § 4, dimodochs si ha

a2 (-3 - =L

con z ed y soddisfacenti alle (7). Ora, se si forma tg(6—9'), si ottiene al
numeratore l'espressione

G5+t @rD)y=matna-G)atrin,

e questa, in virti delle (7), si riduce a

ddo  dy ¥ _df _

by ds+ dy ds+bs ds =0.

Dunque 6=9'.

7. Esercigii: a) Per trovare 'equazione intrinseca d’una circonferenza di
raggio a, cioé del luogo dei punti che distano di @ da un punto flsso (centro), si
pud procedere nel seguente modo. Se « ed y sono le coordinate del centro, si deve
avere sempre x*- y*—a?; poi derivando, ed osservando le (2), 2=0. Dunque,
intanto, tutte le normali concorrono nel centro. Derivando ancora si ottiene y—p;
quindi, sostituendo « ed y nella prima relazione, p=a.

&) Per trovare tutte le linee che hanno la curvatura costante basta
osservare che, quando p & costante, le condizioni (2) sono soddisfatte dal punto
(#=0,y=p). Dunque questo punto & fisso, e la curva & necessariamente una
circonferenza di raggio p, giacchd tutti i suoi punti si trovano alla distanza co-
stante p dal punto fisso (0,p).

¢) Quale curva incontra sotto un angolo costante 0 tutte le rette uscents
da un punto? Applicando le (3) alle coordinate polari (r,7— 0) del punto fisso




— 24 —
si ottiene p . o
r sen
5 =Cos 6 [ 0 — 'P_ + -r_ .

Dalla prima si deduce r==scos 0, convenendo di contare gli archi a partire da!

punto fisso. Sostituendo nella seconda si trova p=—scot0, equazione (I, 11, 3, ¢)
d’una spirale logaritmica.

d) Qual’e la curva che ha le normali (fra i punti d’incidenza ed i centri

di curvatura) tagliate per metd da una retia? Bisogna esprimere che il punte

(x=0,y="1/,p) descrive una retta. Ora le (1) danno

Sz 1 Sy _1ldp

&2 ' d s’
poi tg0 =% , @ 1a (8) mostra che si deve avere
do 1
& )

come del resto risulta subito dall'osservare che, nel caso d’una retta fissa, 0 diffe-
risce dalla solita ¢ solo nel segno. Dunque, successivamente,

tg0 ——=—— — , logcos0=—logp -} costante , p=—acosh ;

poi, integrande (8), dopo avere invertito il senso nel quale si contano gli archi, e
fissando convenientemente 1’origine,

s=fpd0=asen0 .

Dunque s*-p*=a?, vale a dire (I, 8, ¢) che la proprieta enunciata caratterizza

la cicloide.
e) Trovare una curva che abbia i centri di curvalura simmetrici, ri-

spetto alla curva stessa, dei punti nei quali le normali sono incontrate da una

retta. Ora & il punto (¥=0,y=—p) che deve muoversi lungo una retta. Ripe-
tendo i calcoli del precedente esercizio si ottiene, suceessivamente,"
dx 8y __ dp _ ldp
A AR L T
ol do 14
— 9P —_— Py —_ 8
-tg & 2pds logcos6 = long -+ costante P= g

e finalmente, invertendo il senso nel quale si contano gli archi,
3
s=fpd0=atg® , p=a+¥;— .

Questa & (I, 5, 4) '’equazione d’una catenaria.

f) Trovare una curva tale, che il segmento di tangente staccalo da una
retia, a partire dal punto di contatto, sia costante. Qui si tratta di esprimere
che il punto (x=a,y = 0) descrive una retta. Ora si ha
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Dall’ultima eguaglianza, posta, mercd (8), sotto la forma

do 1
cot R

si deduce subito, successivamente,

3

logseno_-:—% , p=acot0=a‘/e;—l,

8i ottiene ciod (I, 8, ) I'equazione intrinseca d'nna tratirice.

g) Trovare una curva che abbia, in ogni punto, il raggio di curvatura
uguale al segmento staccato sulla normale da due rette parallele. In altri ter-
mini, se a & la distanza delle due rette, 1a projezione del raggio di curvatura sopra
una retta fissa dev’essere costantemente uguale ad a, dimodoché a = pseng. Per
esprimere 1’'invariabilita della direzione della retta si ha

dp_ 1 _seng

‘ds p~ a '

1 P s a a,: _:
=7 o ]Ogtgé-_-; ’ P—Se—_ﬁ_g(e +e )

La curva cercata ¢ dunque (I, 5, ¢) una catenaria di eguale resistenza.

h) Quali curve hanno nel loro piano un punto tale, che la projezione
del raggio vetlore sulla tangente é proporzionale all’arco? Bisogna che per
una soluzione (x,y) delle (2) sia #=*%s. Ora la prima condizione (2) mostra
che dev’essere anche y—=(k+1)p, e la seconda conduce ad un’equazione, che
da, integrata,

ks* 4 (k4 1)p* = costante.

Se la costante si prende uguale a zero si ottiene una coppia di spirali logarit-
miche; altrimenti si ha un’epicicloide (%> 0), un’ipocicloide (¥ <<—1), o (per &
compreso fra 0 e —1) una curva del tipo pseudocicloidale (I, 8, d). Data alla
equazione della curva la forma

S, p! ’
o +5=1,
si trova facilmente il valore di %; poi si ha
b's a*

“a— ' YTo—#»
Per dimostrare che queste sono le coordinate del centro P della circonferenza
direttrice (I,8,c) basta osservare che y si annulla insieme a p, vale a dire che
il punto trovato & quello in cui concorrono le tangenti cuspidali. Del resto si
trova, inoltre, che « diventa uguale appunto al raggio della direttrice.

i) Per trovare tutte le curve simili ad una data curva basta osservare
che se, rispetto alla curva data, » e 6 sono le coordinate polari del centro di simi-
litudine, rispetto a qualunque curva simile la prima coordinata viene ad essere
moltiplicata per una costante %, mentre 1’altra rimane inalterata. Le condizioni

(3) diventano

hdr-— cosf a1 senb,
ds — Yds T p " ke
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quindi occorre che sia s'= ks, p'= kp. Adunque si ottengono le curve simili ad
ona curva data moltiplicando, nell’equazione di questa curva, s e p per una co-
stante arbitraria. In particolare si noti che, procedendo in tal guisa per le equa-
zioni p*—=2as , s* } p* —a?*, ecc., si riesce soltanto a cambiare il valore di a. Dun-
que le sviluppanti di circolo son tutte curve simili fra loro, ed altrettanto si puod
dire delle cicloidi, delle catenarie, ecc. Invece ogni equazione lineare fra s e ¢
rimane sostanzialmente inalterata, e perd le curve simili ad una data spirale
logaritmica son tutte sovrapponibili alla spirale stessa. In altri termini le spirali
logaritmiche hanno la singolare proprieta di non deformarsi quando si dilatano
(egualmente in tutte le direzioni) intorno ad un punto qualunque. Per esse la di-
latazione si risolve in una traslazione, seguita da una rotazione intorno alla nuova
posizione del polo.

J) Come due curve (simili) si possono disporre in modo che in due punti
M ed M, in linea retta con un punto fisso P, le tangenti siano parallele, cosi
pud accadere che per due curve le tangenti nei punti M ed M, allineati con P,
siano invece antiparallele rispetto ad MM'. Allora le curve 8i dicono inverse,
e P il centro d’inversione. Le coordinate polari di P siano (r,0) rispetto alla
curva (M), ed (r',0) rispetto ad M'. Evidentemente 6'—m —0 se si conviene
che M ed M’ debbano percorrere le rispettive curve nello stesso senso per con-
servarsi in linea retta con P, e se la normale ad (M’) si dirige secondo la conven-
zione fatta nel §4. Ora, osservando che I’inclinazione della tangente ad (M)
sulla tangente ad (M) & 26, la formola (6) da

% 1

dd senf
FAara

db
- Ta
D’altra parte le condizioni (3) diventano, per la curva (M),

ar’ x xsenf db
‘—i;__xcoso , ?__—r,——{-E,

e paragonando quest’ultima alla prima relazione ottenuta si vede che x=r":r,
come del resto risulta subito da una considerazione geometrica semplicissima. Cid
premesso, 8i ha

dr’ o 0 — r' dr

F7 R I
e perd, integrando, rr'=a*, Il circolo di raggio a, col centro in P, & il circolo fon-
damentale dell’ inversione: sulla sua circonferenza cadono necessariamente tutti i
punti d’incontro delle due curve, giacché non pud r diventare uguale ad a senza
che altrettanto avvenga di »'. Finalmente, portando il valore di x nella prima re-
lazione, 8i ottiene

r r
— -+ — =2senb
e e ’

o I'interpretazione geometrica di questa eguaglianza mostra che anche ¢ centri di
curvatura, in due punti corrispondentt, sono allineat: col centro d’inversione.

k) L'inversione non differisce sostanzialmente dalla trasformazione d’ indi-
ce — 1. La trasformazione d’indice v consiste nel far corrispondere ad un punto
dato un altro punto, che abbia I'affisso proporzionale alla v"™ potenza dell'affisso
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del primo punto. Procedendo come per I'inversione si riesce facilmente a dimostra-
re che le tangenti in due punti corrispondenti concorrono sulla circonferenza
determinata dai punti stessi e dal polo, e si trovano le relazioni

\/
@ =v(f rds @ = r4- (vﬁ ‘l))Pseno !
dalle quali si pud, eliminando s, dedurre I'equazione intrinseca della trasformata
d’indice v di qualungue curva.

1) Data una curva, frovarne la pedale rispetto ad un punio, ciod il luogo
dei piedi delle perpendicolari abbassate da un punto fisso P sulle tangenti alla
curva. Se si applicano le formole (1) alle coordinate & ==1cos,y =0 della pro-
jezione M’ di P sulla tangente, si ottiene

8z r 8y r
——— N —_ 0 o
& p senf P cosf ;
poi dy:8xz=cot0. Ne segue che la normale alla pedale & antiparallela a PM ri-
spetto alla tangente ad (M), e perd essa divide per metd il raggio vettore PM.
Inoltre si vede che x=1:p, e perd la formola (8), se si ha cura di cambiarvi 0
in '/ym—0, diventa
r 1 db__ 2 senf
e p ds p r

Dunque l'equazione intrinseca della pedale risulta dall’ eliminasione di s fra le

uguaglianze
) 3
” r
' — —d P — .
d J P o PER T psen 0

Se, per esempio, la curva data & una circonferenza di raggio a, e se P appartiene
alla circonferenza, dignisaché p—=a, s—2a0, r—=2asen 0, dalle ultime formole
si ricava successivamente

s'=4afsen0 d0 —=—4acosb , p' = da

3—sen0 , s"+9p't=. 16a% .

Dunque (I, 8, ¢) la pedale cercata & una cardioide. Osserviamo, per finire, che la
espressione di p’ conduce alla seguente semplicissima costruzione del centro di cur-
vatura C': se la projezione H del centro di curvatura della data curva sul rag-
gio vetlore st projetta in N, sulla normale, la retita PN contiene il centro di
curvatura della pedale. Infatti, se L & la projezione di P sulla normale, e Q il
punto d’incontro del raggio vettore con LM’ (normale alla pedale) la trasversale
PC'N nel triangolo LMQ da

r—p _LC_PM LN ___r—psenb ece
p—1'/yr QCT PQ MN™ ° psent ' ’

m) Sono‘importanti le curve che hanno la curvatura proporzionale al
segmento di normale, compreso fra il punto d’incidenza ed una retta fissa.
In altri termini per tali curve il rapporto gp:cos¢ ha un valore costante. Prima
supporremo che questo sia negativo, diguisache si possa scrivere, in virtu delle (4),

a? . g

———cCcosp= a’isen =—a'-=
7= P ¢= ds = ds*
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s
Ne segue, fissando convenientemente 1’origine degli archi, g = kacos 2’ dove k
rappresenta una costante arbitraria, che si pud sempre supporre positiva. La deri-
vazione da per seng il valore — ksen % , @ queste tre relazioni

s s a*
—kacos — — — ksen— = — —co8
q cos— , seng sen— , p p coso ,

bastano per rendersi conto della forma delle curve. Nell'origine (s=0) si ha =0,
g¢—ka,p——a:k. Dunque la curva esce dall’ ori-
gine, nei due sensi, parallelamente alla retta fissa,
alla quale si va sempre pid accostando a misura
che s cresce. Se k <1, si pud far variare s fino
a ='/,ma, ed allora si ha senp=-%k,¢=0,
p= o0, vale a dire che la curva finisce per attra-
versare la retta inflettendosi. La retta spezza dun-
que la curva in infiniti archi uguali, di lunghezza
ma, ciascano dei quali termina sulla retia stessa
in due punti d’inflessione; e le tangenti in questi punti si costruiscono osservando
che son parallele alle corde (di lunghezza a) che vanno dall’origine O ai punti
d’incontro della retta con la circonferenza descritta sul raggio di curvatara in O
come diametro. Se £>>1, s non pud raggiungere ==/, ma, perchd il valore asso-

s
luto di seng non pud superare 1’unita. Appena, crescendo s, si ha sen— =*——,

@ diventa uguale a =I='/, &, e p si annulla, mentre ¢ prende il valore aVkE—1.
Si hanno dunque infiniti archi uguali, ciascuno dei quali termina in due cuspidi,
ed il luogo delle infinite cuspidi & una parallela alla retta data. L’equazione in-
trinseca si ottiene facilmente sostituendo a ¢ ed a ¢ i loro valori nell’ espressione
di p:

e=2)1 l—(l—k’)tg z

Fra I'uno e I'altro tipo di curve sta il circolo, che corrisponde a £==1. Dall’equa-
zione intrinseca si deduce che nel dominio dell’origine queste curve si comportano

come se la loro equazione fosse
_a +1—k’ s
P=% T2k @
hanno ciod un contegno di catenaria quelle del primo tipo, e di pseudocatenaria
quelle del secondo. Queste ultime poi nel dominio d’una cuspide si comportano

come la sviluppante d'un circolo di raggio a:}/A*—1, ed invece le prime, nel do-
minio d’'un punto d’ inflessione, come la clotoide sp_— Vi—%

n) Se la cos‘tia;nte & positiva, si trova che ¢ deve soddlsfare all’equazione
a’q

differenziale ¢ —ga* a

, @ deve per conseguenza avere la forma

g=Xe"fpe *,
con A e j costanti arbitrarie. Se ad una delle costanti si da il valore O, si ritrova
la trattrice. Supponiamo dunque che A e p non siano nulli. Allora si potra, con
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opportuna scelta dell’origine, cambiare i valori delle costanti, e far si che diven-
tino uguali fra loro almeno in valore assoluto: bastera dare all’origine lo sposta-

mento /,a Iog(¢ L;—) lungo la curva. Avremo dunque due tipi di curve, secondo

che si prende il segno superiore o il segno inferiore nelle formole
s+ _s £ s 3
=h23(e“$e 49, senq;:%(e“ie ), p=%cosq>.

Facendo s=0 si riconosce che le curve del primo
tipo hanno I’ origine sulla retta fissa, ed ivi s’in-
flettono; per quelle del secondo, invece, l'origine
sta fuori della retta, ma @ sempre il punto piu vi-
cino ad essa. La tangente nell’origine delle curve
del primo tipo fa con la retta un angolo che ha
il seno % (e perd dev'essere k<1), mentre per le
curve del secondo tipo la tangente & parallela alla
retta fissa. Intanto per nessuna di queste curve s <o
pud crescere indefinitamente, perchd il valore assoluto di seng non pud superare
I’ unita, e perd s pud variare soltanto fino al valore

14 Viga
k

s=alog y

ed allora ¢ g=al/1A*,o=:"/,m,p=0, ciod si ha una cuspide, in cui la
tangente & perpendicolare alla retta fissa, e le infinite cuspidi analoghe stanno
tutte sulla parallela condotta alla retta fissa, alla distanza a)/1=4*.

8. Curve parallele. Diconsi parallele due curve che hanno le mede-
sime normali. Per esprimere che il punto (z,y) descrive una curva parallela
alla curva (M) basta porre 2=0 e 8y—=0. Allora le (1) diventano

dx Yy dy

ds P ? ‘E — V. (9)
La seconda eguaglianza mostra che y deve avere un valore costante a, e
perd due curve parallele sono anche eguidistanti. Inversamente, se una
curva taglia segmenti uguali ad & sulle normali ad un’altra, a partire dai
‘punti d’incidenza, le due curve sono parallele, perché applicando le (1) al
punto (z=0,y=a) si ottiene dy=0. La prima eguaglianza (9), se si osser-
va che ds'=32%z, di s'=s — ag; e dalla (6), poiché 0=0, si trae p'=p —a.
Dunque due curve parallele hanno gli stessi centri di curvatura. Per avere
I’ equazione intrinseca delle infinite parallele ad una data curva basta eli-
minare s fra le equazioni s’ =s—a@,p'=p—a. ki utile osservare che all'e-
quazione d'una famiglia di curve parallele si pud sempre dare la forma

2

determinando convenientemente la funzione f. Si ha infatti, per a==0,

s=ff(9)dp ) <9=ff—(:—)dp;

s =
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s’=s—aq>=f<l—%)f(p)dp:f/(:'%p'dp' .

9. Sviluppata e sviluppanti. Si chiama_sviluppata d’una curva
I'inviluppo delle sue normali. Siccome queste sono anche normali ad ogni
altra curva parallela, si vede che una stessa curva & sviluppata di tutta una
famiglia di curve parallele: queste si chiamano sviluppanti della curva con-
siderata. Cid premesso, I'equazione della normale (z=0), derivata, da y—¢.
Dunque la sviluppata d’'una curva piana & il luogo dei suoi centri di curva-
tura: proprietd evidente geometricamente (cfr. I, 2). Per trovare I’equazione
intrinseca della sviluppata d’una data curva (M) bisogna applicare le (1)
alle coordinate 2=0,y=p del punto C, centro di curvatura di (M), in M.
Si ottiene

quindi

¢ dz dy _dp
Dl &;-——0 ’ a -ES- ’ (l l)

¢ poi, distinguendo con un indice 1 tutto cid che si ri-

b S ferisce alla sviluppata, ds, =38y =dp. Dunque, fissan-
_n("_ M~ do convenientemente I'origine degli archi, s,=p. Ne
segue che ogni arco di curva & uguale alla differenca delle tangents estre-
me, limitate fra i punti di contatto ed una sviluppata qualungue. Quindi &
chiaro che, se un filo inestendibile, primitivamente avvolto sopra una curva,
8i svolge nel piano in modo da mantenersi sempre teso, i suoi punti descri-
veranno le infinite sviluppanti della curva considerata. Finalmente, essendo
0="1/,m, dalla (6) si deduce p,ds=pdp. Dunque l'equasione intrinseca della
sviluppata d’'una curva data si ottiene eliminando s fra le equaszions:

s=p , 91=ng . (12)

10. Qui vogliamo osservare che, quando s cresce all'infinito, se la curva
che si considera va ad avvolgere assintoticamente un circolo di centro P, le
(11) tendono a diventare le condizioni d’immobilita del centro di curvatura:
cid & conforme a quanto si & visto nel § 2. Inoltre la seconda delle (12) da
limp, =0, e siccome la funzione ¢, relativa alla sviluppata, cresce indefi-
nitamente come quella relativa alla curva data (che ne differisce solo per
una costante) la sviluppata ha in P un punto assintotico. Adunque i centri
dei circoli assintotici d'una curva sono punti assintotici della sviluppata. Le
identiche circostanze analitiche si presentano quando, in un punto a tan-
gente determinata, p & minimo o massimo. Allora, in generale, la sviluppata
subisce un regresso. Di tutto cid & facile rendersi conto geometricamente

(cfr. 1, 6,9).

11. La sviluppata della sviluppata d'una curva si chiama seconda svi-
luppata della curva stessa; la sviluppata della seconda sviluppata & la terza
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sviluppita; ecc. Siano s, e p, I'arco ed il raggio di curvatura della nf"" svi-
luppata di (M), in un dato punto M. Applicando le (12) alla (n —1)"™* svi-
luppata si ottiene :

dp,_ ds,
Sa=Pn—1 1 Pn=0"Pn-s ('i;!_:':pu—i (_18— )
. n— n—-1t

dimodochs

sy _ 250 ds

Pu Pay P
quindi ' g

Pa=P - Pny - (13)

Dunque, dato un termine qualunque della successione p,p,,py,ps,... di fun-
zioni di s, basta prenderne la derivata,-e moltiplicarla per p, per ottenere il
termine seguente. Piu semplicemente, se si assume come variabile indipen-
dente la funzione ¢, comune alla curva ed a tutte le sue sviluppate, si rico-

nosce subito, ponendo pdp per ds in (13), che p,,p,,pq,... SONO le succes-
sive derivale di p rispetio a ¢.

12. Terminiamo con un’osservazione non priva d’interesse. Se, in un
punto M, i centri di curvatura C,C,,C,,C,,..... tendono ad un punto limite
P, questo & lo stesso per tutti gli altri punti di (M), almeno in tutto un arco
convenientemente determinato intorno ad M. Infatti, ammettere 1'esistenza
della posizione limite P equivale a supporre che le serie

B=—py+py—ps s 5 Y=Pp—PitP— et (14)

sono convergenti: le somme di tali serie sono appunto le coordinate di P.
Intanto si ha, applicando la. formola (13),

dw dy
Pgs = PetPi—Pst - =y—p , p=p—Ptp—-=—a,

vale a dire che le condizioni (1) sono soddisfatte. Dunque il punto P é fisso
nel piano della curva.

13. Esercizii: a) Qual’¢ la sviluppata della trattrice? Scritta I'equazione
della trattrice sotto la forma
2
p'+at=a%?
si ottiene, derivando,
23 1 2
at et B
py=ae —'a+a =a-+ 2

La carva cercata é dunque una catenaria.

~ 2
b) Operando analogamente sull'equazione k%a®—p*==4A%a’ ° si ottiene

P =k’ae—¥=k’a_p_'=h'a_f'_’ .
! a a

Dunque (I, 11, £, 9) la pseudocatenaria é sviluppata d'una pseudotratirice.
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¢) Vogliamo trovare le curve attraversanti ad angolo costante infinite
circonferenze uguali, che hanno i centri sopra una retta. Evidentemente le coor-
dinate del centro d'un circolo, rispetto alla tangente ed alla normale nel cor-
rispondente punto della curva incognita, hanno valori costanti a e &. Pertanto
dalle (1) si deduce

3
—‘f= —-g 8—y=i tg0— a

) ’ P—b H

P s p

)
—_ — | __aede
= J""°‘f<p—b)'+a'

Ora serviamoci della formola (10) per determinare la parallela condotta alla
curva incognita, alla distanza &. Si trova

quindi

25

— [ oede _a T . _ ‘/ a_
’—fps+a.—§1°8(9 + a*) 4 costante , ciod p=al e*—1,

e perd le curve cercate sono parallele ad una trattrice. Esse sono dunque le in-
finite sviluppant: della catenaria.

d) La sviluppata della spirale logaritmica si ottiene immediatamente” de-
rivando l'equazione intrinseca p= ks, Si trova p, =— kp — ks, ; poi, analogamente,
ps = ks,, ecc. Dunque la spirale logaritmica é uguale a tutte le sue sviluppate.
Inoltre, se si osserva che si ha p,—&"™s, si vede che, per & inferiore ad 1, in
valore assoluto, le formole (14) danno

k’:_ _ ks_
—ixe ' VSiae

Il punto P, di cui si & parlato nel § 12, & dunque, nel caso attuale, il polo (I, 11, &)
stesso della curva.

e) Anche la cicloide ¢ uguale alle sue sviluppate. Infatti da s*-}-p*=aqa*
8i ricava, derivando, p,=—s; e, poich® s,—=p, si ha 5,4 p,*=a’. Invece da
$'— p'=1==a? si deduce 8,*—p,*==:a’. Dunque due (I, 8, d) pseudocicloidi di
egual parametro e di specie diversa sono tali che ciascuna ¢ la sviluppata del-
Valtra. Ne segue che ogni pseudocicloide é uguale alle sue sviluppate di or-
dine pari. ‘

7) Piu generalmente, dall’equazione &%s*-|-a%*—a%" & facile dedurre
5%, + a%*=a,?, dove si & posto a,=&, b, = b%a. Siccome I’ equazione
della sviluppata si puoé ottenere da quella della curva primitiva moltiplicando
s e p per a:b, si vede che le epicicloids e le ipocicloidi son curve simili alle loro
sviluppate. Se si considera la progressione geometrica, iniziata dai termini g e
b, 1a n'™ gviluppata della linea cicloidale, definita dai parametri @ e 5, & de-
finita dai termini %*™ ed (n+1)""° della progressione. Se questa converge, come
accade (I, 8, c) per le sole epicicloidi, & applicabile I'osservazione fatta nel § 12,
e si trova

xr=

bts a.P
ity SN A
Son queste appunto (c/r. § 7, k) le coordinate del centro della direttrice, nel
quale tendono dunque a raccogliersi le successive sviluppate dell’epicicloide.
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g) Esistono curve per le quali ogni punto ed il corrispondente centro
di curvatura della sviluppata stanno in linea retia con un punto fisso? Cer-
chiamo, pii generalmente, I'inviluppo di MC,. L’'equazione di questa retta &

po -4~ p,y =0. Derivandola si ottiene (p -} p,)y =rp*. Dunque le coordinate del
punto di contatto P di MC, col suo inviluppo sono

PPy e
, y= , 15
p+ps Y P+p, (15)

ed applicando loro il procedimento accennato nel § 4 si perverrebbe in ogni caso
all’ equazione dell’ inviluppo. Se si vuole che P sia flsso, bisogna esprimere che le
condizioni (2) sono soddisfatte dalle precedenti funzioni & ed y; ma & preferibile
continuare le derivazioni, riprendendo 'ultima equazione ottenuta, ciod (p -+ p,)y
==p*. Si trova, tenendo presenti le espressioni delle coordinate, pp,=p,p,, e si
vede cosi che C, appartiene ad MC,. Intanto & facile convincersi che il punto P
appartiene a CC,, vale a dire che la curva (C) ha la stes-
sa proprieta della (M), e perd C, appartiene a CC,; ecec.
Le curve che noi andiamo cercando sono dunque tali che
7 loro successivi centr:i di curvatura, in un punto qua-
lunque M, sono collocati su due rette, che ruotano intor-
no al punto fisso P quando M percorre la curva (M). Quali ¢
sono queste curve? Scritta I’equazione pp;=p,p, sotto la G
forma p:p, =p,:p, 8¢ ne deduce subito, ricordando la re- =
lazione (13) ed integrando, p,=%p; poi, integrando anco- ¥

ra, p,=ks, e finalmente p*— ks*=costante. Dunque le curve cercate son quelle
del tipo cicloidale o pseudocicloidale, e le spirali logaritmiche. Inoltre, portando
nelle (15) i valori p,—ks,p,=kp, si ottiene

ks P
- T_T_— b’ y= m ’
e si riconosce cosi (cf*. § 7, h) che il punto fisso P & il centro della direttrice.
Alle stesse curve si perverrebbe anche ponendo soltanto la condizione che C, e
C, siano in linea retta con M.

h) Per trovare la sviluppante del circolo di raggio a basta porre p,=a
nella seconda formola (12). Si ottiene pdp=uads, poi p*="=2as, e cosi & giusti-
ficato il nome dato in principio (I, 8, a) alla curva rappresentata da questa equa-
zione. Ora, se si vuole wna sviluppante della sviluppante, bisogna sostituire le
espressioni (12) di s, e p, in p,*=R2as,, e si trova, integrando, che p® & proporzio-
nale ad &% Si & in tal modo condotti ad assumere 'equazione d’una (n—1)"™ svi-
luppante di circolo sotto la forma p*=#%,s""". Intanto, merc le (12), si trova che

'equazione intrinseca della sviluppata di questa curva & p"~'= 1—-”— ks,

e d'altra parte bisogna che sia p*'=k,_,s"", Il paragone fra le due equazioni
permette di calcolare %, (ricordando che %,—a), e si trova cosi che

x=

8.

0D

Ks)
£

o=

nl N
n=_”a3”—

b lequazione d'una (n—1)" sviluppante del circolo di raggio @. Le successive
5



— 34—

sviluppanti tendono sempre pit a prender forma di spirale logaritmica, giacche,
crescendo 1 indefinitamente, ’equazione intrinseca tende a diventare p=—es.
t) Tutte le curve p=— ks" hanno le sviluppate della medesima specie. Si sa
(I, 11, ) che queste curve appartengono a quattro tipi differenti, secondo che
n cade in uno dei quattro intervalli determinati dagli estremi —,0,1,2,.
Ricordiamo che fra le curve del primo tipo sta la clotoide, e fra quelle del se-
condo la sviluppante di circolo. Le curve del quarto tipo sono caratterizzate dalla
presenza di assintoti a distanza finita, mentre quelle del terzo si estendono al-
I'infinito come la curva ap=s? che ammette una nota (I, 11, @) sviluppante.
Applicando le (12) all’equazione p==~As" si ottiene un'equazione analoga, in cui

'esponente n & diventato n,=2—7. Ne segue che le curve del primo tipo

hanno le loro sviluppate del quarto, e cid si spiega osservando che dai punti di
maggior contatto con la tangente nascono gli assintoti, Le curve del secondo
tipo hanno le sviluppate dello stesso tipo o del primo; quelle degli altri hanno le
sviluppate del terzo. E quest’ultimo tipo che tende sempre a comparire quando
si prendono le successive sviluppate, fatta eccezione delle sviluppanti di circolo.
Infatti 1'esponente n per la v*™ sviluppata ha il valore

" _O41)n—yv

"“wm—(v—-1)"

e si vede facilmente che per v=>2, e per » negativo o maggiore di 1, si ha
1< n,< 2. Soltanto le curve del secondo tipo hanno sviluppate di tutti i tipi,
giacchd la v™ sviluppata & del terzo, del quarto, del primo o del secondo tipo,
rispettivamente, secondo che n appartiene ad uno degli intervalli determinati
dagli estremi O v—2 vl v

'v—1" v 'v41"
spondono al circolo ed alle sue sviluppanti, ed alla spirale logaritmica; ma, sic-
come i numeri intermedii tendono all'unita quando v cresce indefinitamente, &
manifesto che il terzo tipo finisce per prevalere in ogni caso. Del resto si puo
arrivare a questa conclusione osservando che, quando 7 & compreso fra O ed I,
basta prendere (v—1) (1—n)>1 perchdé n, cada fra 1 e 2. Siccome poi in tutti
i casi limn,=1, & chiara la tendenza di tutte le sviluppate a prender forma
di spirale logaritmica.

1, esclusi gli estremi stessi, i quali corri-

- IIl. GURVE PIANE NOTEVOLL

1. Coniche. Si chiama conica ogni curva rappresentata, nell'ordinario
sistema cartesiano di assi immobili, da un’equazione del secondo grado fra
le coordinate z ed y dei suoi punti. Quando la conica & riferita alla tangente
ed alla normale in un punto qualunque M, manca nell’ equazione il termine
indipendente; poi, dovendo essere (I, 1, 4), per  tendente a zero,

y

.Y .
hm—w-._ , lxm‘?

1
=%
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si vede che I’equazione dev’esser priva anche del termine in 2, dimodochs si
potra darle la forma

1
Y= (e’ + By’ +2ray) , (1)

rappresentando per ora con « la curvatura, in M. Si osservi che, per I'arbi-
traria scelta dell'origine M, accadra in generale che, se z cresce indefinita-
mente, anche y sard infinitamente grande del medesimo ordine, e perd il
primo membro di (1) diventerad trascurabile rispetto al secondo, che si pud
sempre scomporre in fattori lineari:

ax' 4 By* +2yzy = (Az + py) M@ +py) .
Dunque all’ infinito la curva tende a comportarsi come una coppia di rette
AMtpy=q , Netpy=q, ®

immaginarie conjugate quando il discriminante A—aB—y* & positivo, reali
e distinte quando A<0. Nel primo caso la conica si chiama ellisse, nel se-
condo sperbole. Fra le ellissi e le iperboli sta la parabola, caratterizzata da
A=0. Si chiama poi iperbole equilatera la conica che all’infinito si com-
porta come una coppia di rette ortogonali. Essa & caratterizzata dalla condi-
zione di ortogonalitd delle (2), ciod AX'+pp'=0, che si riduce ad - B=0.

2. Assintoti. Immaginiamo che nei primi membri delle (2) si pon-
gano per z ed y le coordinate dei punti della curva. Cosi I'eguaglianza fra i
primi ed i secondi membri verra distrutta, ma tenderd ad essere ristabilita,
quando il punto (z,y) si allontana indefinitamente sulla curva, se per ¢ e
¢ si mettono i limiti dei primi membri. Siccome poi le differenze fra i primi
ed i secondi membri rispettivi rappresentano, a prescindere da fattori finiti,
le distanze di (z,y) alle due rette, queste sono (II, 2) assintoti della curva.
Intanto, se si pone in evidenza il fattore z in Ax+py e Az} py, si rico-
nosce subito che, se queste quantitd tendono a limiti finiti, quando z cresce
indefinitamente, il rapporto y:2 tende a —A:p per la prima quantitd, a
—X':p’ per la seconda. Per conseguenza, tenendo presenti le relazioni

W=a , =8 , WHp'=2 , W—p'=2V4A,

si trova 0 o "
. . Y t
=lim(Ax =lim = ——= — ) == — ——

2y oA’ Y
'=lim(A'» 'y) =lim ==
A ey =l T — T VA

Per 1a parabola (A=0) questi valori diventano infiniti, ed inoltre az'+-
By*+ 2yzy & il quadrato di Az +py o di Xz+-p'y, ciod, col tendere di A a
zero, le (2) tendono a rappresentare una coppia di rette coincidenti, respinte
all’ infinito.
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3. Centro e diametri. Risolvendo le (2) si trova che gli assintoti,
reali o immaginarii, si tagliano sempre nel punto reale

a

=_1 =2
= A ] y - A . (3)
1 utile osservare che queste coordinate soddisfano alle equazioni
az+yy=0 , yotBy=1, C)

che si possono dunque sostituire alle (2) in quanto debbono servire alla ri-
cerca del punto stesso. Ora, scritta la (1) sotto la forma

y=(cz+yy)2+ (v +BY)Y ,

le (4) mostrano che il secondo membro diventa y, e perd I’ equazione non &
soddisfatta dai valori (3), ma basta raddoppiare questi valori perché I'equa-
zione sia verificata. Dunque il punto O, definito dalle coordinate (3), & un cen-
tro della curva, vale a dire che divide per meta tutte le corde che vi passa-
no. Inoltre, fissato y ad arbitrio, equazione (1) fornisce per z due valori, la
cui media aritmetica & —yy:o. Dunque il punto medio di qualunque corda
parallela alla tangente in M & tale che si ha az-+yy=0, soddisfa cioé alla
prima delle (4), che rappresenta la retta OM. Dunque, se si chiama diametro
il luogo dei punti medii d’un sistema di corde parallele, si vede che s diame-
iri d'una conica son le rette uscents dal centro.

4. Vertiol ed assi. Si chiamano ass: i diametri normali alla conica,
e vertici i loro punti d'incidenza. Affinché M sia un vertice occorre, per le
(8), che y sia nullo, ed allora il segmento OM ha la lunghezza a=a:A=1:g.
Intanto, se si trasporta per un momento I'origine in O, 1'equazione della co-
nica diventa

aat+ By +2vay =T , ®)
e si riduce, quando M & un vertice, e ponendo b*=a:a, a
a'z* |} by =a%? , ()

Questa permette di rendersi conto rapidamente della forma della curva nei
varii casi, e di riconoscere cosi 'esistenza di due
assi (bisettrici degli assintoti) e di quattro ver-
tici, tutti reali nell’ellisse (6*>>0), due reali e due
immaginarii nell’ iperbole (b*<0). Designeremo co-
stantemente con g la radice positiva di a, e cond
o con b:i la radice positiva di b* o di —b*, e nel
primo caso supporremo &>b, scambiando, se oc-
corre, @ con b. In entrambi i casi, fatte queste convenzioni, 1'asse da cui la
conica stacca il segmento 2a, sempre reale, si distingue dall’altro col nome
di asse focale. Cid premesso, facciamo ruotare di 6 e di 6’ I’ asse focale, ed
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assumiamo le sue nuove posizioni come assi = ed y rispettivamente. L'equa-
zione (6) si trasforma in

a*(zsen 0 - ysen 0')* - 5% cos 0 - ycos 0')* = a%* ,
e manchera del termine zy se 0’ si vincola a 6 in modo che si riduca a zero

a*sen0 sen 6’} b*cos0 cos 0, se ciod si pone fra 0 e 0 la relazione
: ]

, b

L’ equazione torna dunque ad avere la forma (6), e siccome, per ogni valore
attribuito ad una coordinata, 'altra prende valori uguali ed a segni opposti,
si vede che i diametri d’ una conica si possono associare per coppie in modo
che in ogni coppia ciascun diametro divide per meta le corde parallele all al-
tro. Due siffatti diametri diconsi fra loro conjugats. Si noti che ciascun assin-
toto & conjugato a sd stesso, e che la sola coppia di diametri conjugati orto-
gonali & costituita dagli assi. In tutto cid si esclude I'eguaglianza fra b ed 4,
che si verifica solo quando la conica si riduce ad un circolo. E poi utile os-
servare che solo nel circolo e nell’ iperbole equilatera ogni coppia ortogonale
di diametri & conjugata ad un’alira coppia ortogonale, giacchd per avere si-
multaneamente
, o , o
tg0 tgo == cotfcot6’'—=— r

occorre che sia a*=>b*, ciod a*=::=b", e presto si vedra che, prendendo il se-
gno inferiore, si definisce appunto 1'iperbole equilatera.

5. Il calcolo dei semi-assi a e b si esegue facilmente osservando che,
nel passare da (5) a (6), 8i & trasformata ortogonalmente una forma quadra-
tica, definita dal primo dei discriminanti

a ¥y 7a °
1} ?

Yy B *
Oa’A

in un’altra, definita dal secondo discriminante. Tale trasformazione lascia
inalterati gli invarianti ortogonali, e perd si ha
1, 1\ & a?
“+3=(;.+§) 3 ®r=Spn
d'onde si trae :
a’+bﬂ=ﬂ‘;—32 , ab=2 . ®)
Al

Queste formole mostrano che I'iperbole equilatera & caratterizzata dalla re-
lazione b=1a, e che per la parabola sono infiniti & e b. Inoltre, se si tien

conto della relazione 3
a’bt o

3 s’ ®
@48 (a8
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ottenuta eliminando A fra le (8), si vede che, fissati « e 3, se si fa tenderc
v* ad ap crescendo, 1'ellisse definita dai semi-assi @ e b tende a convertirsi
in una parabola, e cid avviene in modo che, crescendo indefinitamente i se-
mi-assi, il primo membro di (9) resta costantemente uguale ad una cerfa lun-
ghezza p, che si chiama parameiro della parabola. Ne segue che & non puo
essere infinitamente grande dell’ordine di @, altrimenti il primo membro di
(9) crescerebbe all’ infinito come a. Si deve duque supporre b trascurabile
rispetto ad a, ed allora la (9) diventa lim(b%:a)=p.

6. Equazione intrinseca. Rendiamo l'origine mobile lungo la car-
va, e deriviamo 1'equazione (1) esprimendo che le condizioni d’ immobiliti
sono soddisfatte da « ed y, ed osservando che a,B,y sono funzioni di 8. L’e- |
quazione che si ottiene

(= bm= G D)+ HE )

deve (II, 5) coincidere con (1), e perd a= %; poi

b - 3--2 . fr-5t oo

La prima di queste formole da subito

Gia la sostituzione dei valori di « e y nella prima equazione (4) conduce alla
costruzione, segnalata da Mac-Laurin, del centro di curvatura C, della
sviluppata d’una conica. Infatti la detta equazione diventa 3pz—p,y, e se
ne deduce che, se il diametro OM incontra in Q la normale alla sviluppata,
il segmento QC, & diviso dal centro di curvatura della conica nel rapporto
di 1 a 8. Ritornando alla (10) osserviamo che si ha
d ~dA
§(a+?)—(a+5hr y g A,
ciod
d _d -1 a4 . 4 -t
Zlog(a+B)=—7loge * , —logA=—"logp *.

Ne segue, indicando con A e B due costanti arbitrarie,

=1 -
atB=Ap * , A=Bp °. (11)
D’altra parte

- P=—d"tola+B)—a=—a*(1—Ag+Bet) ,
ovyvero

1 (dp\* : !
) (d—i) =—1--A4p" —Bp®. (12)
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Dunque Vequasione intrinseca delle coniche é

1 f'/___

—14-Ap*—
7. Per determinare le costanti A e B in funzione dei semi-assi ricordia-

mo (§ 4) che, quando M & un-vertice, la normale contiene il centro, e perd,
in virtl delle (3), si ha y=0, ed il valore di @ 0 di b & espresso da

a_a_l

Bp

A 2
A Bp“

Per conseguenza, se nell’ equazione che si ottiene ponendo uguale a zero il

secondo membro di (12) si fa p%= :B%¢, I'equazione cosi trasformata
1—ABz-}B%?=0

ammette appunto le radici a* e b* e perd si ha

a’—l—b’:;—- , “’b’=%i;
quindi ‘
A=(a'+6’)(ab)-% , B=(ab)"§. (13)

Si noti inoltre che sull’asse focale e sull’altro asse (ma non altrove) la cur-
vatura ha i valori B’a®=a:b* e B®6®*=0b:a*. Alle formole (13) si sarebbe
potuto giungere assai pill rapidamente per altra via, giacchd le (11) non dif-
feriscono dalle (8); ma il procedimento da noi tenuto per arrivare alle (11)
ha il vantaggio di essere applicabile sempre, indipendentemente dalla co-
noscenza preliminare delle proprietd della curva. Ed ora, grazie alle (13),
Iequazione intrinseca delle coniche diventa

f . (14)
(=oEE
Quali sono le forme particolari di questa equazione per la parabola e per I'i-
perbole equilatera? Nel caso dell’iperbole equilatera si ha b=¢ta, e le (13)

-4
danno A=0,B—=—a 2. Invece per la parabola si ha B=0, ed il valore di
A si ottiene ricordando che il primo membro di (9) rappresenta il parame-

. .
tro p, dimodochd A=p °. Dunque le equasioni intrinseche della parabola
e dell’iperbole equilatera sono rispettivamente

e T

(15)
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8. F'uochi e curvatura. Cerchiamo per quali curve la somma delle
distanze di ciascun punto a due punts fissi é costante. Se F(r,0) ed F'(r',6)
sono i due punti, si deve avere r -4+ —2a, e derivan-
do, col tener conto della prima condizione d’ immobili-
ta, se ne trae 6 4-0'—=m=. Dunque la normale divide per
metd U angolo dei raggi vettors. Inoltre, dalle condi-
o oy 0 ab. o

sen sen
e S D)

si deduce, sommando, 0 -

F=(—7’- + 7) gen6 an
Se da quel punto N della normale, che sta su FF, si conduce alla normale
stessa la perpendicolare, questa determina sui raggi vettori segmenti MH
ed MH, la cui lunghezza ~ & data dalla formola

2 1 1
PR
Ora dalla (17) si ha +=psen®, e perd si costruisce il centro ds curvatura
elevando ancora per H la perpendicolare al raggio vetlore, fino all’sncon-
tro C con la normale. Intanto la (17) si riduce alla forma rr'—apsenb, e da
luogo, cosi, ad una interessante osservazionme. Il raggio di curvatura della
pedale di (M) rispetto ad F & (II, 7, 7)
. rr  _ ar

P = o —psend  2a—r
Dunque la pedale di (M) rispetto ad F (o ad F') ¢ una circonferensa di rag-
gto a. In altri termini la curva (M) si pud sempre considerare come 1'snvi-
luppo delle perpendicolari elevate alle rette d’'un fascio nei loro punti din-
contro con una circonferenza. Tornando alle (16) osserviamo che se ne pud
anche dedurre, sottraendo,

db 1 1 r—r
20—1;_.(7—7)sen0 =" '

e poiché r--r'=2a si ha pure

_ (1 a9 . (1 . db
r=a —Pa;) y r=a TPEE) )

d’onde, moltiplicando ed integrando,
= sen0 =1— &; y S§= f ‘/

D’altra parte, se si rappresenta con 2¢ la distanza FF,
4c =1 r'* - 2r1' c0s20 =(r 4-r')* — 4rr'sen*0 = 4(a’ — apsen?0) ,

=a.

de

(18)

1 —f seno
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o per conseguenza apsen®d conserva costantemente il valore a*— ¢*=1b*:

> (19)

" asen®® °

Ora, se in (18) si sostituisce 6 in funzione di p, si ricade sull’ equazione (14),
nell’ipotesi 4*> 0. Dunque le proprietad fin qui ottenute appartengono alle
ellissi. Per giungere alle ¢perboli basta immaginare che si ripeta il calcolo
precedente partendo dalla relazione r —r'=2a, ciod supponendo che la dif-
ferenza delle distanze a due punti fissi resta costante. Si otterrd subito
06 -} 6'—2m, vale a dire che per le iperboli & la fangente che divide per meta
Tangolo dei raggi veltori. Le altre proprietd rimangono inalterate. I punti F
ed F' chiamansi fuochi della conica, 2¢ & la distansa focale, ed il rapporto %
di ¢ ad a si chiama eccentricita della conica. Evidentemente & <1 per le el-
lissi, £> 1 per le iperboli, ed in particolare k=0,1,}/2 per la circonferenza
di circolo, per la parabola e per 1'iperbole equilatera. Come sono situati i
fuochi rispetto agli assi? La normale contiene i fuochi quando 0="/,x,ed
allora la (19) mostra che si ha p=>5b%a, e si & visto (§ 7) che cid avviene solo
sull’asse focale. Inoltre allora il punto di mezzo di FF' si trova alla distan-
za '/, (r+r')=a da M, e perd coincide col centro della curva. Dunque 3
fuochi sono situati sull’asse focale, e distano egualmente dal centro.

P

9. Applicazione alla parabola: a) Le considerazioni del paragrafo prece-
dente non sono applicabili alla parabola, ma le conclusioni ottenute valgono per
una conica definita da semi-assi arbitrariamente grandi, e tendono per conse-
guenza ad esser valide sotto una forma speciale anche per la parabola. Fissato
l'asse focale d’una ellisse, e sull’asse un vertice, si facciano aumentare indefini-
tamente @ e & in modo che il rapporto b*a tenda a p. Gli altri vertici, il centro
ed un fuoco F' si allontaneranno all’infinito, ma il fuoco F tendera ad una posi-
zione limite, in cui la sua distanza dal vertice sara

. . b N |
llm(a-c)__hm;{-_—c_hm%-—gp .

La pedale trovata per l'ellisse ha il raggio a, e pero tende, per a infinito, a
convertirsi in una retta, che per ragione di simmetria dev’essere perpendicolare
all'asse; e siccome il piede della perpendicolare abbassata da F sulla tangente
nel vertice & il vertice stesso, cosi possiamo affermare che la pedale d’una para-
bola rispetlo al fuoco é la tangente nel vertice. La
perpendicolare abbassata da F sulla tangente in M in-
contri in P la tangente ed in G la parallela condotta per
M all’asse. Se si osserva che questa parallela & il limite
del raggio vettore MF", si vede subito che la tangente
in M é-bisettrice dell’angolo FMG. Dunque il triangolo
FMG, che ha la bisettrice in M perpendicolare alla base,
¢ isoscele. Ne segue, innanzi tutto, che P divide la base
FG per meta, e pero, se Q 2 il piede della perpendico-
lare abbassata da M sulla tangente nel vertice A, i triangoli PQG e PAF sono
6
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vguali. Dunque AP =PQ, cioé per costruire la tangente in M basta congiun-
gere M al punto medio di AQ. Inoltire QGG=AF =1/, p, e perd il punto G sta
sulla perpendicolare all’asse, elevata nel simmetrico di F rispetto ad A. La retta
cosi costruita si chiama direttrice della parabola. Ad una pid semplice costruzione
della tangente (o della normale) si perviene osservando che il segmento di normale
MN & uguale e parallelo a GF, e che pero la sua projezione sull’ asse & uguale a
quella di GF, ciod a p. Bastera dunque portare sull'asse, a partire dalla proje-
zione di M, nel senso in cui 8i va dal vertice al fuoco, un segmento di lunghezza
p. L'estremo di tale segmento dara, congiunto ad M, la normale in M. Finalmen-
te, sempre perché FMG & isoscele, MF—=MG. Dunque ciascun punto della para-
bola dista egualmente dalla direttrice e dal fuoco.

5) Ed ora passiamo a costruire il centro di curvatura. Per le cose dette
nel § 8 bisogna, dal piede N della normale sull’asse, elevare la perpendicolare
alla normale stessa fino all’incontro H col raggio vettore MF; poi elevare per H
la perpendicolare al raggio vettore fino all’incontro C con la normale. Qra, se
si osserva che i triangoli MFN, MFH sono isosceli, si vede subito che F divide
MH per meta. B dunque inutile costruire H, giacché bastera elevare per F la
perpendicolare al raggio vettore fino all'incontro R con la normale, ed il centro
cercato sara il simmetrico di M rispetto ad R. In altri termini: la projeszione del
raggio di curvatura sul raggio vettore ¢ doppia del raggio stesso. Se S & il
punto d’incontro della normale con la direttrice, i triangoli rettangoli MFR, MGS
sono nguali perchd® hanno uguali gli angoli in M, e d'altra parte si & visto che
MF=MG. Ne segue MR —=MS, e si ottiene cosi una seconda costruzione del
centro di curvatura, per la quale si pud dire che la parabola & analoga alla
cicloide ed alla catenaria (II, 7, d, €): il raggio di curvatura ¢ doppio del
segmento di normale, staccato dalla diretirice a partire dal punto d’incidenza.

10. Ovali di Cassini. Si chiamano ovali di Cassini o cassinoidi i
luoghi dei punti che hanno costante il prodotto delle distance a due punis
fissi. Siano F ed F' i due punti fissi, che per brevitd chiameremo fuochi; sia
2b la loro distanza, O il punto medio di FF', e ¢ I'inclinazione di OM su FF".
E chiaro che O & centro della curva, perché se un punto soddisfa alla de-
finizione, altrettanto fa il suo simmetrico rispetto ad O; e per un’analoga
ragione possiamo aggiungere che la curva & simmetrica rispetto all’ asse
focale ed alla perpendicolare elevata per O a tale asse. Ora, se r e 6 sono le
coordinate polari del centro, le distanze dell’origine M ai fuochi sono date da
Vr*2brcos ¢ + b, e la definizione della curva si traduce nell’eguaglianza

r4—2b%%cos2¢ -} o' =at . (20)
Da questa, derivando, si ottiene
13cost —=&%cos(2¢—0) , (21)
purcheé si osservi che
dq; d__ senb
ds ( +o== s r

Ora 1’ eliminazione di r fra (20) e (21) da
a*cosf=25%cn2¢ ; (22)
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poi la (21) si trasforma in

r*=a'send 4 d%cos2¢ ,
e da questa e dalla (20) si ricavano le formole

’.‘ J— a4+ L‘ el _|_ a' — b
0052‘!/: W—‘ ) Seno= “—‘é_a";"—‘ . (23)

Dunque, a prescindere dal segno,

ar _ 2a*rtdr. . 24)
fcoﬁo fV[(a’ ba)s [ —(a"— &%)} (

Invece derivando la (22) ed esprimendo tutto in funzione di r si ottiene
20’7‘3
P=g —att o

L’eliminazione di r fra (24) e (25) fard poi conoscere I'equazione intrinseca
delle cassinoidi.

(2%)

11. L'eliminazione & facile quando a=25. Allora la cassinoide prende il
nome di lemniscata. Le formole (24) e (25) diventano

Raldr 2a?
= f = P (28)

e l’eliminazione di r da
s=3

dopo aver posto c=1/,a }/2. Questa & 'equazione intrinseca della lemni-
scata. Essa mostra che p cresce costantemente ed indefinitamente a par-
tire da ¢, suo minimo valore, mentre, in virta di (26), » decresce dal mas-
8imo a}/2 fino a zero. D’altra parte le formole (23) diventano

,.!
cos2y=—sgenf =_—

2at "’
e perd $==='/,m per r=0, e 6="/,% per r=a}/2. Dunque, se si tien
conto della simmetria della curva rispetto all'asse focale, si riconosce che
la lemniscata passa nel centro con due rami, che vi s’inflettono tagliandosi
ad angolo retto, e va poi ad incontrare ortogonalmente 1I'asse focale in altri
due punti, situati alla distanza a}/2 dal centro. Inoltre le (27) mostrano
che si ha sempre 2¢ ="'/, — 0, d’onde segue che I’ inclinazione della nor-
male sull’asse focale @ tripla di quella del raggio vettore. Questa proprietd
permette di costruire la normale in un punto quando son dati i fuochi. Se
poi si vuole il centro di curvatura basta osservare che, in virth di (27), la
seconda formola (26) d& r==38psen0, ciod: la projezione del raggio di cur-
vatura sul raggio vettore MO ¢ la terea parte di MO. Per questa proprietd

@7
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si pud dire che la lemniscata & analoga alla parabola (¢fr.§ 9, b) ed alla
spirale logaritmica (I, 11, ¢).

12. Ogni cassinoide ha tutti i punti a distanza finita. Infatti, affinché
sia reale I’ espressione (24), occorre che #* non superi a*-}-b? e non sia mai
inferiore al valore assoluto di a®—5*. Si vede intanto dalla prima formola
(23) che sen¢ & nullo per r*=a*--4* co-
me per r*=b"—a?*, e perd la curva in-
contra I’asse in quattro punti quando
a<b, in due soltanto quando a>b. Lo
stesso modo di variare di r mostra poi
che la curva consta di due ovali eguali
nel primo caso, e d’ un sol ramo chiuso
nel secondo. Essa incontra sempre ad
angolo retto I'asse focale perché cos® si
annulla, in virth di (22), insieme a sen¢.
Inoltre dalla (21) si ha r==:b per 0=4¢Z'/ym, © perd i punti pit lontani
dall’asse appartengono alla circonferenza descritta sul segmento focale co-
me diametro; ma bisogna osservare che questa circonferenza non incontra la
curva se il valore di  non & compreso fra i limiti trovati precedentemente:
cid accade per a >b V2. Se poi si fa r*=a®—b*, ¢ diventa, in virtd di (23),
uguale ad !/, 7, e si ottengono cosi i punti d’incontro con la perpendico-
lare elevata dal centro all’asse fucale. Le circonferenze di raggio a, descritte
da tali punti come centri, si tagliano nei fuochi: cid permette di costruire i
fuochi in modo analogo a quello che si usa per le coniche. Ancora per la se-
conda formola (23) si vede che la tangente contiene il centro se r*=>5*— g*,
e cid pud accadere solo nelle cassinoidi a due ovali (a<d). La discussione
della (25) mostra poi che la curvatura raggiunge allora il suo minimo valo-
re. Finalmente sulle cassinoidi ad un sol ramo (a>>bd) si hanno quattro flessi
per r‘="1/,(a*—b*), purch® questo valore di r cada fra i limiti trovati, per
1a qual cosa occorre che sia a<lb /2. Quando a>b V2 1a cassinoide & tutta
convessa, come un'ellisse, e la sua curvatura varia fra i limiti

a?— 25 a* |- 26

at Va’—b’ ’ ;s-i/—aa+ba '
Tutte queste curve son facili a dedurre, mediante una trasformazione (II,
7, k) d’indice 5 da una coppia di circoli, descritti dai fuochi.come cen-

tri, col raggio a%b. I due circoli possono non incontrarsi, ovvero incontrarsi
lasciando fuori 1 centri, o finalmente incontrarsi in modo che in ciascuno
cada il centro dell’altro. Secondo i varii casi si ottengono tutte le forme
di cassinoidi, corrispondenti alle ipotesi

ab , b<a<ldy2 , bV2<a,
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rispettivamente. In particolare la lemniscata nasce da una coppia di cir-
coli tangenti uguali, e I'altra cassinoide speciale (a==b}/2) da una coppia

di circoli tali, che la circonferenza di ciascun circolo passa nel centro del-
I’altra.

13. Curve di Ribaucour e spirali sinusoidi. Ci proponiamo
di studiare le curve che hanno il raggio di curvatura proporzionale al seg-
mento staccato sulla normale, a partire dal punto d sncidensa, dalla polare
di questo punto rispetto ad un circolo fisso. Chiameremo direttrice la circon-
ferenza del circolo, e polo il suo centro. Due casi particolari ci si presentano
immediatamente. La direttrice pud ridursi al polo, ed allora si hanno le cur-
ve caratterizzate dalla seguente proprietd: la projezione del centro di cur-
vatura sul raggio vetiore divide questo raggio in un rapporto costante. Que-
ste curve si chiamano spirals sinusoidi: tali sono, per esempio, le tre
curve citate in fine del §11. Pud invece accadere che la direttrice sia ret-
tilinea, ed allora si hanno le curve di Ribaucour, delle quali abbiamo
esempii nelle tre curve menzionate in fondo al § 9. Esse hanno il raggio
di curvatura proporzionale al segmento di normale compreso fra il punto
d’incidensa ed una retia fissa. Particolarmente notevole & la parabola, che
in virth delle due costruzioni trovate nel § 9 appartiene all'una ed all'altra
famiglia. Cid premesso, siano R il raggio ed O il centro della direttrice,
ed y le coordinate cartesiane di O, » e 6 le coordinate polari, e si rappre-
senti con (n+41)p il segmento di normale compreso fra il punto d’ inci-
denza M e la polare di M rispetto alla direttrice. Conduciamo per M una
tangente alla direttrice. Il segmento compreso fra M ed il punto di con-
tatto, cateto d’un triangolo rettangolo, che ha I'ipotenusa r e I'altro cateto
uguale ad R, ha sull’ipotenusa la projezione (#-1)psen, e perd

r»—R'=(n}1l)py . (28)
Derivando, e tenendo presenti le condizioni d’immobilita, si ottiene
(n—1)pz—(n-+1)py=0 . (29)

Dunque il raggio vettore divide nel rapporio costante —(n-1):2n il raggio
di curvatura della sviluppata. Questa & una proprietd caratteristica delle
curve che stiamo studiando, giacchd I’ integrazione di (29) riconduce neces-
sariamente alla (28) con R costante arbitraria. Bn’ altra proprieta si scopre
considerando la circonferenza descritta sul segmento di normale, compreso
fra M e la polare di M rispetto alla direttrice. Gia sappiamo dagli elementi
della Geometria che questa circonferenza ¢ orfogonale alla direttrice. Ora,
per cercarne 1’ inviluppo, bisogna derivare ’equazione 2*+y*=(n41)py, e
si ricade cosi sulla (29). La retta rappresentata da questa equazione in-
contra la circonferenza in M ed in un altro punto M, diguisaché 1'inviluppo
consta di (M) e di un’altra curva (M’). Intanto 1’equazione (29) & soddi-
sfatta dalle coordinate del polo. Dunque, quando M percorre la curva, la
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retta MM’ gira inforno al polo. Inoltre le tangenti all’inviluppo, in M ed in
M, dovendo (II, 6) in questi punti toccare anche la circonferenza invilup-
pata, sono antiparallele rispetto ad MM'. Duaque (1L, 7, j) la curva (M)
e inversa- di - (M).

14. Equazione intrinseca. Per le condizioni d’immobilitd si ha

rdr=—axds=pdy ; (30)
poi, dividendo per (28),
rdr — dy
—R T (nt+ 1y’
quindi iR
r—R=m+ 1 (1), 31)

purche %, finito, differisca da 0 e da —1. Sostituendo in (28) I'ultimo ri-
sultato si ottiene

n—1

p=c(l)—"_". 32)

4

Ora, ricavato da questa formola il valore di y, bastera sostituirlo in (31)
per ottenere anche z:

oc-—c M‘/m (£ +’:—.'(%)z:%:—1,y=c(%)‘:g. (33)

Finalmente dalle (30) si ha s=— f idy, ciod

="t 1 . (34)

n—l Y
‘/(n+1> +‘§.'(")""—1

[
E questa l'equazione intrinseca generale delle nostre linee. Vi si arriva pilt

facilmente utilizzando la (29), che da subito s-—-—i ldp, ecc.

15. Prima di andare oltre notiamo alcune conseguenze delle formole
(31) e (32). Lasciando per ora da parte il caso d’un polo all’infinito, si vede
facilmente che, se n’z 1, la curva mon pud incontrare obliguamente la di-
retirice, né inflettersi o regredire fuori di essa, perchd nei punti d’incontro
della curva con la direttrice (r=R), e solo in tali punti, la curvatura di-
venta nulla o infinita. Inoltre le curve che hanno I'indice inferiore a —1 non
incontrano la diretirice, e perd son prive di flessi e ds cuspidi; per quelle
che hanno I'indice superiore & —1, ma inferiore ad 1, la curvatura non ¢
mas nulla a distanza finita ; e la curvatura di quelle, che hanno I'indice mag-
giore di 1, ¢ sempre finita. In particolare: la curvatura d’una spirale siny-
soide non pud, a distanza finita dal polo, e fuori di questo punto, esser nulla
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0 tnfinita. Ne segue, per esempio, che una spirale sinusoide non pud avere
che una sola cuspide, o un sol punto assintotico, o un solo flesso, ed in
questo cade necessariamente il polo; e le spirali con indice inferiore a —1
son prive di siffatti punti perché non contengono il polo. Escluse le spirali
sinusoidi (R=0), il modo di comportarsi delle nostre curve in vicinanza
della direttrice si deduce agevolmente dalla loro equazione intrinseca. In-
fatti, quando p diventa nullo o infinito, & sempre il termine di mezzo, sotto
il radicale, che finisce per prevalere nell’equazione (34). Ne segue che nel
dominio di qualunque suo punto reale d’incontro con la direttrice la curva
si comporta come se la sua equazione avesse la forma p’s"~'= costante, e
si puo, secondo che n & superiore o, in valore assoluto, inferiore all'unita,
ascriverla ad uno di quei tipi (II, 13, 4) di linee, che hanno la curvatura
proporzionale all’arco, e sono rispettivamente rappresentati dalla clotoide e
dalla sviluppante di circolo. Si pud anche aggiungere (I, 11, ¢€) che, se n &
razionale, ma non uguale al quoziente di due numeri dispari, la curva su-
bisce un regresso ogni volta che incontra la direttrice, e perd essa ¢ tuila
interna o tulta esterna alla direttrice stessa. Quest’ultima asserzione sussi-
ste poi, evidentemente, per tutte le curve con indice n<—1, appunto per-
ché tali curve non incontrano la direttrice.

16. Esempii: a) Ciascun valore dell'indice » definisce una famiglia di li-
nee, che include sempre una curva di Ribaucour ed una spirale sinusoide. Sem-
plicissima fra tutte & quella definita dall’ indice 1: I’equazione (32) ci dice subito
che si tratta di una famiglia di circoli. Se a & la distanza del polo dal centro
d'un circolo di raggio &, sulla circonferenza di questo circolo si pud sempre sce-
gliere un punto tale che le coordinate del polo siano z=a,y=>0, ed allora la
(28) da R*=—a®— 5. Dunque la direttrice & ortogonale alla circonferenza data,
ed & questo il solo caso d’incontro che avviene, senza che la curvatura diventi
nulla o infinita, fra una curva e la sua direttrice. In particolare si pud consi-
derare una circonferenza qualunque come spirale sinusoide o come curva di Ri-
baucour secondo che il polo si colloca sulla circonferenza stessa o si allontana
all’infinito.

) Interessante & la famiglia definita dall’indice — 2. Essa consta di tutte
le coniche. Basta osservare, per convincersene, che per #=—2 la prima proprieta
dimostrata nel § 13 conduce alla costruzione (§ 6) di Mac-Laurin, ed in questo
modo si vede inoltre che, per le coniche, il polo sta nel centro. Del resto 1'equa~
zione (34) si riduce appunto alla forma (14) quando vi si pone #n=—2, c*=a},
R*=a' 5*; e lo (33) diventano

=V (- () =)

Queste sono le coordinate del centro, perch® nei vertici, ciod per p—a5 o
p==0%a, si annulla z, mentre y diventa uguale a & o ad a. Se poi si osserva il va-
lore trovato per R si vede che la direttrice d’una conica é la circonferenza cir-
coscritta al rettangolo costruito sugli asst, Siccome R si annulla per 1'iperbole
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equilatera e diventa infinito per la parabola, si pud aggiungere che la spirale
sinusoide e la curva di Ribaucour d'indice —2 sono U'iperbole equilatera
e la parabola, rispettivamente. Qualunque sia la conica, la definizione stessa
delle nostre curve fornisce un’altra costruzione del centro di curvatura, perche
ci dice che questo centro ¢ simmetrico del punto d’incontro della normale con
la polare del punto d’incidenza rispetto alla circonferenza direttrice. Final-
mente la proprietd dimostrata in fine del § 13 permette di asserire che /e cir-
conferenze simmetriche, rispetto alle tangenti, di quelle che son descritte sui
raggi di curvatura d'una conica, incontrano ortogonalmente la circonferensa
diretirice ed inviluppano un’altra curva, inversa, rispetlo al centro, della co-
nica considerata.

¢) Piu interessante ancora & la famiglia che risponde al valore 0 del-
I'indice. La formola (31) non conviene a Zutte le curve della famiglia, perché
la scelta della costante & stata fatta in modo che questa cessa di essere arbditraria
per n=0; ma bastera moltiplicare il secondo membro di (31) per un fattore
costante %, ed allora dalle formole (31) e (28) si avra r*— R*=ky*=py; poi

p=—o VE—DPFFR , y=2 .
k k
Del resto, per trovare tutte le curve d’indice O non occorrono nuovi caleoli, per-
ché la (29) diventa px 4 p,y=0 e ci dice che il centro di curvatura della svi-
luppata appartiene al raggio vetlore. Ora si sa (I, 13, g) che questa proprieta
caratterizza le linee cicloidali, se cosi voglionsi chiamare tutte le linee rappre-
sentate dall’equazione intrinseca generale

=’ 2Bty .

Si & visto che questa rappresenta per a<l—1 le ipocicloidi, per a=1 le ci-
cloidi, per —1 <a <0 le epicicloids, per a=0 le sviluppanti di circolo, per
a <0 due famiglie di linee pseudocicloidali, cuspidate o no secondo il segno
di B*—ay, e separate, per cosi dire, dalle spirali logaritmiche, per le quali si
ha B*=—uay. Se si osserva che

Ia (20) da pr=as+B=Vap’+(B*—ar),

1, ,—
z=-%y=—7 Ve £ —o)
e dal paragone col precedezite valore di z risulta k=1 &, A*R¥==B'—ay, vale
a dire che il raggio del circolo direttore & dato dalla formola

3
R= KB;“Y ,
14a
e cosi si spiega (¢fr. I, 8,d) perchd una delle due famiglie di linee pseudoci-
cloidali & sprovvista di cuspidi: queste debbono infatti appartenere (§ 15) alla
circonferenza direttrice, immaginaria quando p* <ay. Il valore di R diventa in-
finito per a=—1, nullo per B*=ay. Dunque la curva di Ribaucour e la spi-
rale sinusoide d’indice 0 sono la cicloide e la spirale logaritmica, ri-
spettivamente. Se poi si osserva che, quando p si aonulla, si ha 2=—R,y=0,
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8i riconosce che il polo & precisamente il punto di concorso delle tangenti cu-
spidali, vale a dire che la circonferenza direttrice & quella appunto a cui si 3
dato in principio (I,8,c) questo nome. Finalmente le proprieta segnalate nel
§ 13 assumono per #=—0 una forma semplicissima: il centro di curvatura di
una linea cicloidale, in un punto M, appartiene alla polare di M rispetto al
circolo diretiore. Inoltre le circonferenze descritte sui raggi di curvatura di
una linea cicloidale tagliano ortogonalmente la diretirice ed inviluppano una
seconda linea, inversa della prima.

17. Se si fa tendere ¢ a zero o all’infinito, secondo il valore di n, si
o :
pud fare in modo che ¢*~' aumenti indefinitamente con R; ma il rapporto

di queste quantitd avrd il valore finito e determinato a = ge si pone

ned

( P )T:r
=c{—) .
a
Allora 1'equazione (34) diventa

n41

-z V

Questa & I'equasione intrinseca delle lmee di Ribaucour. Qia sappiamo che
per n=1 si deve trovare un circolo, per n=0 una cicloide, per n=—2
una parabola; ed effettivamente per n=0 la (35) da s*+p*=a’, e per
n—=—2 si ritrova la prima equazione (15). Per n—=3 e per n=—>5 si ot~
tengono le altre curve

notevoli perché basta cambiare s in */,8 e 2s, rispettivamente, per otte-

(35)

nere le equazioni della lemniscata e dell’ iperbole equilatera. Per n—=— 3

si ottiene una curva che fa parte del smtema ‘di curve parallele (II, 8)
rappresentato dall’ equazione

-5 ’

2f V@-+e)a—t—p)
e siccome per b="1/,a si trova 4s®- p*=costante, si puo dire (I, 8, c) che
la curva di Ribaucowr d’indice —% e parallela ad un’ asteroide. Final-

mente, se si fa crescere n all’infinito, si ottiene una catenaria di uguale
resistenza; ma questa non & una linea di Ribaucour, e cid si spiega su-
bito ricordando che all’equazione (34) si ¢ giunti supponendo % finito.

7
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18. E necessario osservare che per le curve di Ribaucour si pua ben so-
stituire la direttrice alla polare di M rispetto al circolo direttore. §i noti,
infatti, che quest’ ultima, e non la direttrice, & la retta che deve deter-
minare sulla normale un segmento proporzionale a p; ma & chiaro che al-
trettanto si pud dire della direttrice, giacchd questa & situata a metd di-
stanza fra M ed il limite della sua polare. Del resto, se g & il segmento
di normale determinato dalla perpendicolare a OM, situata alla distanza
r—R da M, e che, per conseguenza, tocca la circonferenza e tende a con-
fondersi con essa quando R cresce all’infinito, si ha

r—R=gqsenb , lim—=1.

R
Dunque la (28) diventa
R
(1+5)a=tr+ e 5

poi, per R infinito, 2¢9=(n-1)p. Osserviamo, per finire, che la formola
(32) da

nst net
P ":T=lim—"i— =lim£—limRs:n6=a-“"sen0 ;
= | n~1
¢ c
quindi
n—q n

p=a(send) "' , lim(r—R)=

1 a(senO)%‘
) .

La discussione di queste formole mostra che la direttrice d’ una linea ds
Ribaucour & normale alla curva in tutti i punti, reali o immaginarii, di
minore o maggior contatto della curva con le sue tangenti. Le curve con
indice n<—1 non incontrano la diretirice, e perd som prive di flesss e ds
cuspidi; per quelle che hanno I'indice maggiore o, in valore assoluto, mi-
nore di 1, la curvatura, sulla direttrice, diventa rispettivamente nulla o
infinita. Nelle vicinanze della direttrice la curva tende ad essere rappre-
sentata, in virtd di (35), dall'equazione p's"~'=costante, e perd sono ap-
plicabili anche alle curve di Ribaucour le osservazioni fatte in fine del § 15.
Sono importanti, fra tutte, le curve per le quali il rapporto p:g & un numero
intero v, ciod le curve d'indice v —1. Ribaucour le ha distribuite in quat-
tro geners: si hanno, per v> 0, i generi cicloidale e circolare, per v<0 i
generi parabolico e catenoidico, secondo che v & pari o dispari in ciascun
caso. Si noti che le curve piu semplici nei quattro generi corrispondono
ai valori 0, 1,—2,—3 dell’indice (v=2,1,—2,—1), e sono appunto la ci-
cloide, il circolo, la parabola, la catenaria, dalle quali prendono nome i
rispettivi generi.

19. Basta porre R=0 in (34) per ottenere l'equazione intrinseca delle
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spirali sinusoidi :

(36)

Si noti che, se si moltiplica s per 1+-; , l'equazione precedente rappre-

senta invece una curva di Ribaucour d’indice 2n—1. Gid sappiamo che
per n=1 si ha un circolo, per n=20 una spirale logariimica, per n=—2

un’ ¢perbole equilatera. Per n=—g € per n=—2 I'equazione (36) si ri-

duce alle due (15), che rappresentano la parabola e I'iperbole equilatera.
Se si osserva che nel vertice della parabola il polo deve dividere per meta
il raggio di curvatura, e che d’altra parte p & la lunghezza di tale rag-
gio, 8i vede che, nel caso della parabola, il polo & il fuoco. Per 1'iperbole

equilatera giad sappiamo (§ 16, b) che il polo ¢ il centro. Per n=—;— I'e-
quazione (36) d& s*-} 9p*= costante, e per n—=2 si trova I'equazione (§ 11)
della lemniscata. Dunque le spirali sinusoidi definite dagli indici 5 € 2

sono la cardioide (I, 8, ¢) e la lemniscata. Le osservazioni fatte nel § 15
permettono di aggiungere che il polo della prima sta nell’unica cuspide
che la curva possiede, ed il polo dell’altra & il centro, perché in questo,

come si & visto, la curva s’inflette. Finalmente per n=- si ottiene una
curva che fa parte del sistema di curve parallele, rappresentate dall’ e-

quazione
f pdp
V(@E+e)@a—8—p) P)

e poiché questa, per b=1/,a, diventa s*-}- 4p = costante, equazione d'una
epicicloide a due cuspidi, si vede che la spirale sinusoide d’ indice % é pa-
rallela ad una certa epicicloide.

20. Le proprietd trovate nel §13 assumono una forma pid semplice
nel caso delle spirali sinusoidi. Per esempio: le circonferense tangenti ad
una spirale sinusoide, condotte dal polo, staccano dalle normali segments
proporzionali ai raggs di curvatura. Cid risulta immediatamente dall’e-
guaglianza di definizione (28), che nel caso attuale diventa r=(n-1)psen6,
e ci svela con molta facilitd altre proprietd delle spirali sinusoidi. Cosi,
chiamate % e ¢ le inclinazioni della normale e del raggio vettore sopra
una normale fissa, e scritta la predetta uguaglianza sotto la forma

senf

S=m+DI2
se ne trae, integrando, dopo aver ricordato che
dg__ 1 dy_ senf

PR |

s~ p ' ds »
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% =(n+1)¢, ed in questo risultato si ravvisa immediatamente I'estensione
d’una nota proprietad (§ 11) della lemniscata. Ne segue che, guando il rag-
gio vettore ruota uniformemente intorno al polo, aliretianto fa la tangente
intorno al punto di contatto. A questa proprietd si deve la denominazione
(troppo lunga) di curve ad inflessione proporgionale, proposta da Laquié-
re per le curve abitualmente chiamate, con doppia improprieta, spirali si-
nusoidi. Ora per R=0, ponendo, come gi si & dovuto fare nel ridurre (34)

a (36), c:a=(n+1)q’—7“, le formole (31) e (33) danno

1 _n+t
~n—1

r=(4+0a(2) 7, y=@+0a(2)

Intanto la stessa equazione intrinseca delle spirali sinusoidi mostra che p
non pud annullarsi se non quando % & compreso fra 0 ed 1. D'altra parte
la prima delle due formole che precedono ci dice che, quando la curva-
tura diventa nulla o infinita, il raggio » diventa infinito o si annulla se-
condo che % & o non & negativo. Adunque, non le sole spirali d’indice
n <—1, come si & detto nel § 15, ma tutte le spirali sinusoids con indice
negativo hanno la proprieta di non contenere il polo. Questo & invece sempre
un punto della curva quando #>0; e poiché la (36), in vicinanza dei va-
lori 0 e o dip, prende la forma p=Fks'™, si vede (I, 11, ¢€) che le spi-
rali sinusoids con indice positivo s’ inflettono nel polo, o ne regrediscono, se-
condo che D indice é il quoziente @ un numero pari per un numero dispars, o
viceversa; e vi i comportano come in un punto ordinario quando U indice é
11 quoziente di due numeri dispari, sebbene vi abbiano un maggiore o mi-
nor contatto con la tangente secondo che # & minore o maggiore di 1. Fra
queste spirali e quelle che non contengono il polo (n <0) sta la spirale
logaritmica (#=0). Mentre le prime hanno tutti i punti a distanza finita,
le altre si estendono all'infinito; e se immaginiamo che I'indice vada de-
crescendo continuamente, il suo passaggio per lo zero segna il momento in
cui la curva abbandona il polo per espandersi all’ infinito: cid spiega come
avviene che, in quell’ istante solo, la curva & assintotica al polo. Final-
mente, quando n <0, il raggio di curvatura pud soltanto diventare infinito,
ed allora diventano infiniti anche r ed s, mentre y tende a zero o all'in-
finito secondo che il valore assoluto di » & maggiore o minore di 1. Ne se-
gue che le sole spirali sinusoidi con indice n<<—1 son dotate di assintoti,
a distanza finita; e questi assintoti escono dal polo, e determinano intorno

ad esso tante regioni angolari di eguale ampiezza.% . Infatti, quando il

punto si allontana indefinitamente sopra un ramo che ammette un assinto-
to, 0 tende ad un multiplo di &. Ora, se limd—=—vr, si ha

1.
limq;:;llm (%—0):(2\;-[.1)22” ,




— 53 —
e due simili valori, corrispondenti & due valori consecutivi di v, differiscono
T
appunto per e

21. Trasformazioni: a) Le spirali sinusoidi sono notevoli anche per la grande
facilitd con cui si lasciano dedurre le une dalle altre mercs varie trasformazioni.
Cosi, per esempio, se si projetta il polo, in M’, sulla tangente ad una spirale
(M) d’indice #, si sa che le coordinate del polo rispetto ad (M) sono =y ,6'=0,
e d’altra parte il raggio di curvatura ¢ dato (II, 7, ?) dalla formola

. P nil — r
p= 2r—psenb 211 ~ (n 4 1)send ’ ’
ponendo n'= -L. Dunque la pedale d’una spirale &’indice n, rispetio al polo,
nt1 ”n
¢ una spirale d’indice A Per esempio, le pedali della spirale logaritmica
(rispetto al punto assintotico), della parabola (rispetto al fuoco), della circon-
ferenza di circolo (rispetto ad un suo punto), dell’iperbole equilatera (rispetto
al centro), sono rispettivamente una spirale logaritmica, una retta, una car-
dioide, una lemniscata; la pedale d’una cardioide rispetto al punto di regresso
¢ parallela ad un’epicicloide; ecc. Piu generalmente, se # & un namero intero, la
spirale d'indice ;1‘- ¢ la (n—1)" pedale d'una circonferenza di circolo rispetto

ad uno dei suoi punti; la spirale d’indice

ol ¢ la n'™ pedale di un'iper-
bole equilatera rispetto al centro; ecc.

5) Similmente, se si applica la trasformazione (II,7,%) d’indice v, dopo
aver osservato che a'~'#'=1", si ha

_ vr'p _ vr’ _ r o
e T r4-(v—1)psend  (n-4v)sen8 (n'-1)send’ ’
ponendo 7' = % Dunque la trasformata d'indice v d’una spirale d’indice n é
una spirale d’indice 1:— In particolare la pedale d’una spirale d’indice n pud

anche dedursi da questa curva mediante una trasformazione d’indice % -- 1. Per
v=—1 si vede che due spirali sinusoid:, con indici uguali ed a segni opposti,
sono curve inverse. Sono per esempio inverse I'una dell’altra le seguenti linee:
due spirali logaritmiche, retta e circolo, parabola e cardioide, iperbole equila-
tera e lemniscata. Per altri valori di v si riconosce che le trasformate d’indice 2
della retta e del circolo sono una parabola ed una cardioide, le quali sono anche
trasformate d’indice 4 dell’ iperbole equilatera e della lemniscata; ecc. Osser-
viamo per finire che tutte queste curve si deducono facilmente dal circolo, pren-
dendo come polo un punto della circonferenza, e la tangente in questo come
asse polare. Infatti ogni spirale sinusoide d'indice n deriva dal circolo con una

. .o 1
trasformazione d’indice e




IV. CONTATTO ED OSCULAZIONE.

1. Quando, in un punto M, due curve si toccano, cio quando le loro
tangenti in M coincidono, pud accadere che coincidano anchei centri di cur-
vatura. Allora, trasportate le origini in M, le due curve si possono conside-
rare, nel dominio di M, come rappresentate, a prescindere da infinitesimi,
da una stessa equazione intrinseca. Esse sono pertanto, in quel dominio, pi%
che tangenti, giacché una determinata equazione intringeca non pud rap-
presentare che una curva sola; e poichd questo maggior contatto si mani-
festa quando la differenza p—p’ dei raggi di curvatura in due punti defi-
niti, sulle due curve, da uno stesso valore di s, & infinitesima insieme ad s,
& ben naturale assumere come indice dol contatto pit o meno stretto 1’or-
dine d’infinitesimo di p —p'. Siccome poi nel caso generale (contatto sem-
plice) p—p’ non & infinitesimo, converremo di dire che le due curve hanno
un contatto dellordine n quando p—p’ & infinitesimo dell’ordine n —1, di-
modoch? il contatto semplice si potrd chiamare del primo ordine. In tutto
ci6 & implicita la supposizione che p e ¢’ siano finiti; noi supporremo ancora
che siano sviluppabili, nel dominio di M, secondo le potenze intere e po-
sitive di s, e limiteremo in tal modo il nostro studio al contatto nei punti
ordinarii, pur non lasciando di esortare il lettore ad affrontare le molte
piccole difficoltd che presenta lo studio completo del contatto di due curve
nei punti (flessi, cuspidi, punti assintotici, ecc.) intorno ai quali non &
sempre possibile 1'accennata forma di sviluppo.

2. Se si attribuisce I'indice 0 a tutte le quantitd calcolate in M, si ha
_ dp’ 8t 7d% $* (dp
P=ppt+s (E;)o t+3 (Esf)o'i' B (g;;)o'{' °°°° )

ed un’analoga eguaglianza si pud scrivere per p'. Dunque, affinché p —¢'
sia infinitesimo dell’ordine #—1, occorre e basta che si abbia

=¢0 (@)=(&), - (@) =), (G2
Po=Por \gs), " \as ), " @), T d.""),’ (@:' < &?'-"),'
D’altra parte la nota (II, form. 13) legge di formazione dei raggi di cur-

vatura p,,p,,ps,.-. delle successive sviluppate mostra facilmente che si ha

— de__pa
= d—JT.-I- ..... R )

omettendo di scrivere, nella prima eguaglianza, tutte le derivate di ordine



— 55—
inferiore ad n, e nella seconda tutti i termini che non contengono p,. Si
vede cosi che p, dipende dalle sole prime # derivate di p, e certamente
dalla % e che l'espressione della derivata »”™ di p contiene p,, ma non

Pnet » Puess €CC. Cid premesso, & chiaro che le condizioni trovate equival-
gono alle altre

P=F s P1==Py s Pa=FPy 1 eeeer s Pa-t=FP'n-g Pn—izp'n—i (nel punto M).

Dunque, perché due curve abbiano, in un dato punto, un contatto dell’ordine
n, & necessario e sufficiente che, in quel punto, s primi n—1 centrs di cur-
vatura d’ una curva coincidano con quells dell’ altra, ma restino distinti ¢
centri ™. Da questa proposizione risulta che, se due curve hanno un con-
tatto dell’ordine #,le loro v sviluppate ne hanno uno di ordine #—v, e
perd la proposizione stessa si pud enunciare cosi: affinché due curve ab-
biano un contatio dell’ ordine n occorre e basta che le loro (n—1)" svi-
luppate si tocchino semplicemente.

3. Si puo ritenere come evidente che, quanto pili rapidamente cresce in
valore assoluto, a partire da un punto, la curvatura d’ una linea, tanto pii
questa tende a scostarsi dalla tangente in quel punto, e che, di due curve
tangenti, quella che ha la curvatura maggiore nel comune punto di con-
tatto tende piu dell’altra ad allontanarsi dalla tangente. Del resto cid si
giustifica pienamente con un pilt accurato studio del contegno delle due curve
nel dominio del punto di contatto (I, 4). Ora, se » & dispari, il rapporto di
p—p ad s™' finisce per prendere un segno determinato, qualunque sia il
segno di s, e perd, nel dominio di M, una delle curve & interna all’ altra; ed
& questo, evidentemente, il caso generale. Se n & pari, s"™ cambia segno
con 8, @ perd si ha p>p’ da una parte di M, e p <p’ dall’ altra, ciod le due
curve si attraversano. Dunque due curve si possono atiraversare mel punto
stesso in cui 8i toccano; ma ¢ questo un sicuro indizio di contatlo superiore.
Invece, se le due curve si toccano senza incrociarsi, come avviene in gene-
rale, non sempre si ha un contatto semplice, perché si & visto che si puo ec-
cezionalmente avere anche un contatto superiore; ma in questo caso I'ordine
& dispari, e siccome p—p’ conserva un certo segno intorno allo zero, si pud
aggiungere che la differenza p—p' é minima o massima nel punto che si
considera.

4. Osculazione. Fissato un punto M sopra una curva, e data una
seconda curva f(s,p)=0, & possibile trovare uno o piit punti M’ della se-
conda curva, tali che, portando a coincidere M’ con M, e la tangente in M’
con la tangente in M, il contatto, che in generale & del primo ordine, risulti
invece del secondo: basta infatti risolvere I’ equazione della seconda curva
rispetto ad s, sostituendo a p il valore che ha il raggio di curvatura nel
punto M della prima curva. Invece di darsi la curva (M) si cerchi di sce-
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glierla fra le infinite, che son rappresentate dall’ equazione intrinseca (con
n—2 parametri arbitrarii)
7(s,p,a,,85y...,8,.4)=0, )
in modo che I’ordine del contatto risulti tanto elevato quanto & possibile.
Con n—2 derivazioni successive potremo dalla (2) dedurre altrettante rela-
zioni, che hanno la forma seguente:
f; (3|P,Pg aauahav“"an-l):O ’

fs(%P»Pu?vat:”n--uan-:)’:.o.’ 3)

Frs(83P 10t 1PugrByreer @y ) =0.

Queste, come la (2), debbono aver luogo identicamente per le curve (M'), ma
se si pensa che al posto di p,p,,..., P,y 8i pongano i valori che queste quan-
titd hanno nel punto M della prima curva, si viene a costituire un sistema

di »—1 equazioni, che fornird determinati valori di 8,a,,84y.-..,8, ;- ~

Per ogni soluzione del sistema i valori delle a serviranno a designare una
curva fra le infinite che son rappresentate dall’ equazione (2), ed il valore
di s definira, sulla curva (M) cosi ottenuta, un punto M'. Se questo punto
si porta a coincidere con M, in modo che ivi si tocchino le due curve, queste
avranno comuni i primi »—1 centri di curvatura, ed in generale non vi &
ragione perchd coincidano anche i centri »™, diguisachs il contatto rag-
giungera l'ordine n, ed & chiaro che a priori non si pud pretendere un con-
tatto piu elevato; ma cid non toglie che un tal contatto possa verificarsi
per una particolaritd inerente alla data curva (M). Nel caso generale si
dice che, fra le curve definite dall’equazione (2), la (M) & osculatrice alla
curva data, e quando eccezionalmente avviene che, mentre si cerca di pro-
curare un contatto dell’ordine n fra le due curve, si trova che queste si
toccano pilt strettamente ancora, si dice che la curva (M') & surosculatrice
ad (M). Adunque #n ogni famiglia n —2 volte infinita esistono curve, in
numero semplicemente infinito, che hanno un contatlo dellordine n con una
data curva (M), e solo in particolari punti di (M) pud accadere che I'ordine
del contatto oltrepassi 5.

5. Circolo osculatore. Le considerazioni precedenti non sono ap-
plicabili quando nella (2) manca s, cioé nel caso dei circoli. Gli infiniti circoli
che toccano una data curva, in un punto M, hanno i loro centri O sulla nor-
male alla curva, in M; ma fintantoché O & distinto da C il contatto & sem-
plice, e diventa in generale del secondo ordine solo quando O coincide con C.
Dunque, fra i circoli che toccano la curva in M, 41 circolo osculatore & quello
che ha il centro nel centro di curvatura. Siccome poi il contatto & del secon-
d’ordine, sl circolo osculatore attraversa la curva, in generale, nel punto di
contatto, ed & anzi questa una proprieta che lo caratterizza fra gli infiniti

———
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circoli che toccano la curva nel medesimo punto. Se immaginiamo che il cen-
tro O d’un circolo tangente percorra in un dato senso la normale, muovendo
dall’infinito per tornare all'infinito, potra una volta sola accadere che la cir-
conferenza attraversi la curva, mentre per ogni altra posizione di O la curva
&, nel dominio di M, tutta interna (come avviene manifestamente quando O
si allontana all’infinito) o tutta esterna (come quando O tende a confondersi
con M) alla circonferenza corrispondente. Nella semplice infinitd di circoli o-
sculatori ad una curva, alcuni possono surosculare la curva in punti speciali,
e siccome allora il contatto & generalmente del terzo ordine, si pud, per I'os-
servazione finale del § 3, affermare che p—¢', ciod p & minimo o massimo. Vi-
ceversa, 86 p & minimo o massimo, il contatto dovra essere di ordine supe-
riore dispari, e perd, immaginando che il punto di contatto vada percorrendo
la curva sempre in un senso, ogn: volta che il circolo osculatore diventa mi-
nimo o massimo il contatto si eleva almeno al terso ordine, ed in ogni caso
& di ordine dispari. Allora il circolo osculatore cessa di attraversare la cur-
va; & questo, dunque, un sicuro indizio di surosculazione, che si manifesta
evidentemente ogni volta che, nel dominio d’un punto, la curva & simmetrica
rispetto alla normale.

6. Supponiamo che le curve (M), invece di essere rappresentate dalla

(2), siano date mediante la loro equazione cartesiana, relativa alla tangente
"ed alla normale in un punto M d’una data curva, ed ammettiamo la possibi-
lita dello sviluppo di y, nel dominio di M, secondo le potenze intere e posi-

tive di z:
y=Az'+Bad + Ca'+.... )

Questo sviluppo, per opportune determinazioni dei coefficienti, conviene a
qualunque curva tangente in M alla curva data, ed in particolare conviene
alla stessa (M). Per determinare i coefficienti relativi alla (M) basta (LI, 5)
derivare (4) e identificare con (4) I’equazione derivata. Si ottiene

1 1dA 1dB 6 A’
A,—EE ’ B_-S—Es- ') —‘Z£+2—P 9 ceetesenne
oot 1 e +,")
P —pp
A=p B=_é’_9', , c=-—2%‘§5—9—’, ..... 6)

La stessa legge di formazione di questi coefficienti mostra che il v™ coeffi-
ciente dipende solo dai primi v raggi di curvatura, e certamente dal raggio
v"™, Dunque, per tutte le curve che hanno, in M, un contatto dell’ordine %
con (M), i primi #—1 coefficienti dello sviluppo (4) dovranno avere gli stessi
valori. Ed ora, per determinare la curva (M’) osculatrice ad (M), basta por-
tare in (4) i valori (5), poi sostitunire lo sviluppo (4) nell’equazione di (M’),
trascurando pure le potenze di 2, di grado superiore ad #. Si ottiene in tal
modo un’eguaglianza che dev'essere soddisfatta identicamente, e cid per-
mette di determinare i coefficienti nell’equazione di (M’). Qui vogliamo no-
’ 8
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tare che, se si scrive lo sviluppo (4) per una curva qualunque, che abbia
un contatto dell’ ordine # con (M), i primi coefficienti non uguali dei due
sviluppi sono i coefficienti %™, perché dipendono certamente da p,_, e da
p,‘_,§p,,_, Dunque la differenza y—jy' delle ordinate & infinitesima dell’or-
dine 1241, cioé le due curve si possono considerare come coincidenti, nel
dominio del punto di contatto, a prescindere da infinitesimi di ordine supe-
riore ad n. Dupo cio ¢ facile rendere pin precise le affermazioni del § 3. Fi-
nalmente osserviamo che, invece dell'unico sviluppo (4), & talvolta preferibile
I'uso analogo degli sviluppi di # e di y in funzione di s. Dalle relazioni

dy

dx —s
2 =C08¢ , o=seng,

si deduce, con successive derivazioni,

d’z seng d’x cosp , pseng d'z_ 3pcose | p*4-pp,—3p,
W T g T g i T s,
d'y_ cosp d’y  senp g_z,_c_osg d'y 3p,sencp P’ +eps— 3p,’c .
ds® P Yds T p* P ‘dst T P P 0SP 5 eees
qmndl ) \ o+ \
Pis _ 8 ps® (' +ppy—3p,%)st
r= l+ + ’ y_'2p 693 24?5 + * (6)

7. Applicazioni: a) 1l numero delle coniche & doppiamente infinito dal punto
di vista intrinseco. Ne segue che una conica si potra chiamare osculatrice ad
una curva quando avra con essa un contatto del gquarto ordine. Ora, se nel-
I’equazione della conica

y= 5 (aa® + By*+-2yay) ™

si sostituiscono gli sviluppi (6), trascurando le potenze di s di grado superiore
al quarto, si riesce facilmente a determinare «,B,y in funzione dei raggi di cur-
vatura p,p,,p, della data curva (M). Invece degli sviluppi (6) & forse prefe-
ribile, nel caso attuale, adoperare I'unico sviluppo (4), limitandolo ai primi tre
termini, e trascurando, nel sostituire in (7), le potenze di x dalla quinta in su.
In un modo o nell'altro si perviene ai seguenti risultati:
1 _ 9" - 5p,* — 3pp, Py
= — =- - - - = - _——-— . 8

o P ’ B 993 ? 'f 3p: ( )

Dunque lequazione della conica osculatrice ¢

(Bpz—p,y)* 4+ (904 4p,* — 3pp,y)y* = 18% .

%) Se si vuole che il contatto sia soltanto del ¢erzo ordine, si hanno in-
finite coniche, rappresentate sempre dall’equazione (7), in cui & e y hanoo i
valori (8), mentre B, unico coefficiente che dipende da p,, resta arbitrario. Per
B=1"a si ottiene una parabola, e per B=— — o un’iperbole equilatera. Ne segue
che le equaszioni della parabola osculatrice e dell’iperbole equilatera oscula-
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Irice sono rispeltivamente

2
(Bpz —py)'=18p% , m’—y’—:%my=2py.

" ¢) Per determinare la grandezza degli assi della conica osculatrice
bisogna ricordarsi (III, form. 8) che si ha
a(o+-B)

a* 40t = A

dove A=ap —1. Se per brevita si pone

o
’ ab=_3' ’

A‘l

@ =90+ 4p,' —3pp, , P =18p"45p,"— 3pp, ,
i valori (8) danno

. R 7
o+ B='9—p's , A= 9_9‘- ’ ®)
e le furmole precedenti diventano
fopt 27p°
apo=2 = (10)
d Pl

Da queste si ricava
2 P — L] [t ——
a=—§p-:_ ‘/ﬁ) + V%z—3699’ ’ b=—:‘3—p‘: ‘/%—V%!—3699’ .
Py 2 V

Si noti che il radicale inferiore & sempre reale, perchd si ha identicamente

" — 30695 = (5p," — 3pp,)* +36¢%," .

8. Invarianti. Per qualunque curva d’una famiglia (2), costituita da
un numero n8—2 volte infinito di linee, esiste una funzione dei primi n raggi
di curvatura, che resta costantemente uguale a zero lungo tutta la curva.
Derivando infatti I'ultima delle (3) si ottiene un’altra relazione

Faes(85P1P11Pas e s Patr @11 8gyeey @, ) =0,

che deve aver luogo identicamente per tutte le curve (2). Ora, se si elimi-
nano $,d,,4,,...,4,_, dal sistema costruito aggregando I'ultima equazione
e la stessa (2) al sistema (3), si giunge ad una relazione

F(p,py10ss++10n-0)=0, (11)

il cui primo membro & appunto 1'snvariante della famiglia (2). La conoscenza
dell'invariante permette di costruire, in ogni punto, il centro n'™ di curva-
tura, quando sono conosciuti i primi n—1 centri, e la costruzione che si ot-
tiene caratterizza le curve (2). E infatti evidente che ogni invariante con-
viene ad una ben determinata famiglia di curve, alla cui equaszione si puo
dunque sostituire la conoscenza dell’invariante stesso. Per convincersene si
noti che, sostituendo i valori (1) nella (11), questa diventa un’equazione dif-
ferenziale dell’ ordine #n—1, dalla quale si risale, integrando, ad un’equa-
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zione in 8 e p, che racchiude n —1 costanti arbitrarie; ma, di tali costanti,
n —2 costituiscono il sistema di parametri, che comparisce nell’equazione
(2), e I'ultima & determinata dalla scelta dell’origine degli archi. Ma non
il solo #*™ centro si pud costruire quando si conosce I'invariante, si bene
anche tutti i centri successivi. Infatti noi possiamo indefinitamente derivare
la (11), ottenendo cosi tante relazioni

Fip1PyseesP) =0, Fy(p:pys:-1Puit) =0y F5(py011::01Pnia)=0,... (12)

le quali porgono successivamente i valori di p,,P,,;+Paes-+- - in funzione di
P 1Py 1Pgsr+++sPng+ L'annullarsi dell’invariante F in un dato punto d’'una curva
(M) indica che la curva (2), osculatrice in quel punto alla (M), ha in comune
con questa anche il centro ™ di curvatura, vale a dire che 1'ordine del con-
tatto oltrepassa %, ciod si ha surosculasione. Osserviamo finalmente che se
fra 1a (11) e le prime v relazioni (12) si eliminano p,p,,...p,_,, si ottiene
una relazione
F“)(Pnpvﬂ L ’va-i)-_‘—o ’

e 8i pud subito affermare che F” (p,p,,...,p,_,) & I'invariante della fami-
glia costituita dalle v™ sviluppate delle curve della data famiglia (2). Affin-
ch® in un punto d'una data curva avvenga un contatto dell’ordine n-v, con
una curva della famiglia (2), occorre e basta che in quel punto si annullino
F,F,F,...,F* ma non si annulli F*.

9. Esempii: a) Le linee cicloidali (cfr. II, 13, g) costituiscono una fami-
glia doppiamente infinita di curve, caratterizzata dall’invariante p,p, —pp,; ma
se le dette linee si particolarizzano in modo che dall’ intera famiglia se ne stacchi
una semplice infinita, I'invariante non deve pill contenere p,, ed effettivamente
8i trova che gli invarianti delle sviluppanti di circolo, delle spirali logarit-
miche, delle cicloidi, delle pseudocicloid:, delle ipocicloidi tricuspidy, ecc., sono
rispettivamente py, p,—ppy, P+ pPys P —Psy % 1-py, ecc.

&) Gli invarianti delle parabole e delle iperboli equilatere sono appunto
le quantita designate (§ 7, ¢) con & ed 5, perché queste sono funzioni di p, p, , p,,
che in virld delle (9) si annullana rispettivamente su qualunque parabola e su
qualunque iperbole equilatera. Inoltre la seconda formola (10) mostra che la co-
nica osculatrice ad una curva & iperbole o ellisse secondo che & & negativo o
positivo. I valori di s che annullano & o ¥ definiscono su qualunque curva i
punti di surosculazione con una parabola o con un’iperbole equilatera.

¢) Per trovare I'invariante € dell’intera famiglia delle coniche basta de-
rivare I'una o l'altra eguaglianza (10). Si ottiene in tal modo € sotto una delle
seguenti forme

dfe Ya B & ®q@
C—=8fp, —3p* — ——3p3 — — C= —30 ——=—3p% — —,
¢° e’

Eseguendo il calcolo in un modo o nell’ altro si trova che Uinvariante delle
coniche é

© =36p%, + 40p,® — 45pp,p, + 9%p; -
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Finalmente le formole (10) permettono anche di esprimere €, lungo una curva
qualunque, in funzione dei semi-assi della conica osculatrice:

Ug g5 69 22
e=—-27% o ) @=~—279'a—8(a’6’).

(at)?

L’ultima espressione, quando si sappia che mad misura I'area chiusa nella el-
lisse definita dai semi-assi @ e &, conduce ad osservare, con Gravé, che lel-
lisse osculatrice ad una curva, in un punto M, non pud conservar costante
Tarea quando M percorre la curva. Si aggiunga che il segno di € serve a ri-
conoscere se l'area stessa va crescendo o decrescendo; quando diventa mini-
ma, o massima, si annulla €, e perd il contatto si eleva almeno al quinto
ordine. '
d) Notevoli son le curve definite dall’invariante

I, p) =2+ (1 + 1o, — pp,
per ciascuna coppia di valori di A e p. Cosi, per esempio, 6(3, %—) e 3(6, %)

non differiscono da & e da f; le catenarie di eguale resistenza sono caratte-
rizzate da J (1,1), le spirali logaritmiche da 3 (0 ,0), e piu generalmente J (0,p)
& I'invariante delle curve che hanno I'arco proporzionale alla potenza (1—p)™
del raggio di curvatura; J(2,0) & I'invariante delle curve rappresentate dal-
I’equazione

3=f__.ﬂ__ :
e

ecc. Quando A e p non sono nulli, I’ integrazione di =0 conduce all'equazione

intrinseca
S
. §= T A N
V(&)
P a

che rappresenta in particolare (III, form. 35, 36) le curve di Ribaucour o le
spirali sinusoidi d’indice n, secondo che si fa I'una o I'altra delle seguenti
ipotesi: - ‘
r— n—1 ~ n+4l
Tnt1l’ L

Se poi si osserva che

_nn—1) _ =n
TS I

Y

aJ PiPs
75 =2 —pst (1) el

si vede subito che, quando 2p-}1=0, I'invariante delle curve sviluppate &
2Mp—p,; © siccome questo ¢ 1'invariante delle linee cicloidali p*=2xs*-...,
ciascuna delle guali &, in generale, sviluppata d’'una linea analoga, si pud dire

1
che le curve definite dall’invariante J( A, — 5 ) son certe parallele a linee ci-
1
cloidali: tali sono (cfr. IlI, 17, 19) la curva di Ribaucour d’indice -3z e la
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spirale sinusoide d'indice 3 Per tutte queste curve |’interpretazione geometrica
dell’eguaglianza d =0 conduce alla seguente semplicissima costruzione del terzo
centro di curvatura, quando sian noti i primi due: se st divide CM nel rapporto
di A a 1—), e CC, nel rapporto di (n+1)A a 1 —(r41)A, e se dal primu
punto di divisione si conduce la perpendicolare alla retta che lo congiunge al
secondo, tale perpendicolare passa per C,.

¢) In modo analogo si possono studiare le curve definite nel § 13 del capi-
tolo precedente. Posto

P=(n—1) "4 (n41)% + (n*—1)(p,* —pp,)

- H=”L[(n—l)'p'+(n+1)’9.’]+(n’—1)(p.’—-pp.) :

si trova che l'invariante delle predette curve @
C=2np, [(2n —1)P —2(n + 1)H] 4 (n — 1) (n* — 1)p(p,py — pPs) »
e che il circolo direttore ha il centro nel punto

=R (1)
P ’ - P ’

(13)
ed il raggio
P!
R=(n—1)55 V—n+DH.
Ne segue subito che I ed L sono gli invarianti delle curve di Ribaucour

(R=10) e delle spirali sinusoidi (R =0), e che 'equazione del circolo diret-
tore &

2 .
= +9*—Z (1= 1P (8 + Do+ (n— gy + 52 (n—1)tp0 =0 .

Questa, per le curve di Ribaucour, si riduce a

10. Esercizii: a) Determinare il luogo dei centri delle coniche osculatrici
d’'una data curva. Le coordinate del centro si possono dedurre dalle (13) per
n=—=2, o pure dalle (3) del precedente capitolo portandovi i valori (8) e (9).
Applicando a tali coordinate

3 2 3
P % a5

9 ' y=—§j‘_ 5)
il solito procedimento (II, 4) si ottiene
dz_Co, By 3G
ds @ ' ds g’
e si vede che la fangente passa per M; quindi si ha
= VBT, o= b e e

Per esempio, nel caso dell’ipocicloide tricuspide (9s*-1-p*= costante), si trova
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& == 364", o =45a®, €= —3240a%; poi, fissando convenientemente il senso
e Yorigine degli archi, le formole precedenti danno

3'——-}?: '——-l5£
“da ' PT 8
¢ finalmente 93"+4p"= costante. Il luogo cercato & dunque un’ipocicloide a
sei cuspidi, delle quali tre coincidono con quelle della curva data.
b) Cercare 1'inviluppo delle diretirici delle parabole che osculano una
data curva. Dalla (14) si ha, per n—=—2, I'equazione della direttrice, che per

derivazione da
= (p; —3p)x - 4p,y +2pp, =0 ,

e dalle due equazioni si ricava =0,y =—"1/, p. Dunque la direttrice focca il
suo inviluppo sulla normale alla curva. Applicando alle coordinate del punto di
contatto le solite formole fondamentali si ottiene

JE— 3
(Ve L Gte?

2 ’ 28
Per I'ipocicloide tricuspide si ha p'=—=3/;a. Dunque le direttrici delle parabole

che osculano un’ipocicloide tricuspide son tutte tangenti al circolo direttore.
¢) Invece per =0, siccome allora & si riduce a —(9p*+}-p,?), le for-

mole (16) diventano
’ l S e 1 a ’ P’
P=_2" V9?’+Pg’ ’ "=de3 ’
2 2

.3 fe\? .1 pSdp
P—"z‘P(';) ’ S—EJ) —

4 4
L. p* —a®
e se ne trae, eliminando p,

. (16)

cioe

Dunque le direttrici delle parabole che osculano un'iperbole equilatera toc-
cano una spirale sinusoide d’indice -3
d) Cercare il luogo dei fuochi delle parabole osculatrici ad una data
curva. Se si ‘osserva (III, 9, a) che il fuoco & simmetrico, rispetto alla tangente,
della projezione di M sulla direttrice, si trova che le sue coordinate sono

= e %
209 +e) T 7T 29 +e,) ] '
de_ (%'—p")® By 3Ppp,
ds 2%+ T dsT (%' +ef)
Queste formole ci dicono che la normale al luogo dei fuochi divide MC nel rap-
porto di 1 a 3, e che la tangente divide per meta il segmento determinato dalla

quindi
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direttrice sulla tangente a (M), a partire da M. Poi si ottiene

l.—:?(—%-—— ) s £,=2(3E-—5) .

x e P &

Per esempio, se 9s*-}- p*=——costante, si ha s'—=2s,p'= ’/,p,9.s"+ 250" —costante.
Dunque ¢ fuoch:i delle parabole osculatrici d’una ipocicloide tricuspide appar-
tengono ad un’epicicloide che ha le stesse cuspidi. Similmente, se  —0, le
ultime formole danno §'=!/,s, p'=="/,op, ed & facile dedurne che le parabole
osculatrici d’una iperbole equilatera hanno ¢ fuochi su curve definite dall’in-

variante a(% . —g—) Finalmente ogni curva della famiglia definita dall’inva-
riante 3(— %——;— ha t fuochi delle sue parabole osculatrici in linea retta.

e) Determinare il luogo dei centri delle iperboli equilatere osculatrici
ad una data curva. Per fo=0 le (15) danno

— 3p%, y=— _j’a__ .
L. R R %' +p,*’
poi si trova
8z (9%*—p," )0 dy 6fopp,

@~ Orte) '@ @)’
e se ne deduce .
op

1_9 ,  p_39 .

x B
‘In particolare, se 9s*+ p*= costante, ¢ s'=D5s,p'= 5/,3,9s"+ 49p"= co-
slante, e perd ¢ cenir: delle iperboli equilatere osculatrici d’'una ipocicloide
tricuspide appartengono ad un’epicicloide stellata, che ha le stesse cuspidi.
Finalmente le curve osculate da iperboli equilatere, che hanno i centri in li-
nea retia, son quelle della famiglia caratterizzata dall’invariante 3 (% , %) .

f) 1 calcoli precedenti si possono eseguire in modo pid generale sulle
curve definite dall'invariante C. Cosi dalle (13) si deduce

dz__  (n+1)Cp, 8y (n—1)Cp

B B a4 B 7

e 8i vede subito che la tangente al luogo dei centri dei circoli direttori passa
per M. La curva che prende il posto dell’ipocicloide tricuspide & sempre un’ipo-
cicloide (» <<0) o un’epicicloide (1#>>0) rappresentata dall'equazione

(n—1)s'4-(n+1)p*=a’ . (18)

Per essa si ha

(1) o @r—D)(n—1)

c_in@r—D(n—1)

IR L W § N P )
Quando H =0, le (17) conducono alle formole
1_P 1 p_n—1P |
x*x H ' 7 a41H
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merce le quali si determina il luogo dei poli delle spirali sinusoidi, d’indi-
ce 7, che osculano una data curva; e se questa & la (18), si trova una curva

analoga, corrispondente al valore 2—7‘- di n.

V. LE RULLETTE.

1. Quando una curva (M,) va rotolando, senza strisciare, sopra una
curva (M), fissa nel piano, si dice che (M,) si sviluppa su (M), le curve
descritte dai punti rigidamente legati alla curva mobile si chiamano rul-
lette, e la curva fissa & la base delle rullette stesse. Col nome di rulletta
non s’intende designare una curva speciale (giacche, scegliendo convenien-
temente (M) ed (M,), ogni curva ¢ rulletta) ma si vuole soltanto richia-
mare |’ attenzione sopra un modo di generare la curva che si considera.
Alle proprietd di cui godono le rullette si pud spesso pervenire mercé con-
siderazioni geometriche o cinematiche semplici ed eleganti, le quali tut-
tavia son prive di quel carattere di uniformitd analitica che distingue i
procedimenti intrinseci, e li rende cosi adatti alle ricerche di Geometria
infinitesimale. Rispetto alla tangente ed alla normale che la curva mobile
e la curva fissa hanno comuni nel punto di contatto M, le coordinate 2 ed
y d’un punto P, rigidamente legato alla curva mobile, debbono soddisfare
alle condizioni d’immobilita

de __y dy __ &

dsy P Tds, g 0
Draltra parte, le variazioni che le coordinate stesse subiscono nel piano fisso
son date (II, 1) dalle formole

Sw dx 8y _d ®
=atetl s Z=n—7" )

purché s’inverta il senso della direzione della normale alla sola curva fissa;
e poiché, in virti della definizione, & ds=ds,, le formole (2) diventano,
mercé le (1),

dz__ y by @
TTH  ac g ®
dove si & posto ) ‘
1 1
—=—d—. 4
&K p P @

Dunque, dividendo l'una per l'altra le (3), si vede che l'inclinazione della
tangente a (P) sulla tangente ad (M) & data dalla formola tgy =— z:y, vale
a dire che, se r ¢ 0 sono le coordinate polari di P, & ¥=041/,%, cioé la

9
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normale a (P), in P, passa per M. Inoltre dalle stesse (3) si deduce che il
rapporto dell’arco elementare di (P) a quello di (M) ¢ x=7r:R, cioé si ha

8’=-f¢% ds . (5)

E anche noto (I, 4) che, fissate le direzioni positive della tangente e della
normale a (P) in modo che possano, ruotando insieme, coincidere con quelle
relative ad (M), si ha

x 1 dy
PP ds’
Intanto, per I'immobilita di P nel piano di (M,), & soddisfatta la condizione
ay_do 1 sen _0
ds dsy,  p, ' ¢t
Dunque
. «_1_sen
TR
ciod
1 1 &Ry
riaraara 6)

Se si esprimono i secondi membri di (5) e di (6) in funzione di s, (o di s),
I'eliminazione di questa variabile conduce, in oguni caso, all’equazione intrin-
seca della rulletta.

2. Anche la formola (6) & suscettibile d'una semplicissima interpreta-
zione geometrica. Se C,C,, ('’ sono i centri di curvatura delle linee (M), (M,),
(P), e se si projetta C su PM, in L, e si chiama Q quel pun-
to di PC,, che sta sulla perpendicolare elevata per M a PMM,
" ¢l punto C appartiene a QC. Infatti, se N & il punto d’ in-
contro di QC con PM, la trasversale PQC, nel triangolo
CMN da

PN _CC QN_p+4p, MN_p PN—r» » PN—»r

PM™ MC, QC~ p, ML @R psend Ry '
d’onde successivamente si trae

PN  »? »
—— PNi=-— - =p'=PC,
PN—r &y ' PRy "
ciod N & appunto C. Dunque per costruire C' basta {racciare la retta PC,
fino all’incontro con la perpendicolare clevata per M a PM, e congiungere a

C il punto cosi ottenuto: tale congiungente incontra PM in C.

3. Applicazioni: a) Una circonferenza di raggio = si sviluppa sopra un'altra
che ha il raggio R: qual'd la rulletta generata da un punto P della circonfe-
renza del primo circolo? Nelle formole precedenti bisogna supporre

p=R , pp=2 , 0= , r==2usend .

¥l
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Se gli archi della rulletta si contano, in senso inverso, a partire dal punto in cui
la normale & anche normale alla base (8 =/, ), le formole (5) e (6) danno

, 42 s 4.2

§'= —cosb

R ’ P=21,—-3l

e dalla (4) si ha

Rz :
R=Rye 0 ¥ RTR

Dunque, se si pone

422 2 4* R4-2
_—. =4 — . b= — =4
a=g=4g®R+7) , %—q ‘Rt2e’
I’ equazione della rulletta & . 2
L

Inversamente, data questa equazione, se a e b sono le radici positive di a* e 3%,
si ha "

R:;Fa:b—, , r==x
Dunque ogni linea (7) si pud in due modi considerare come generata da un punto
d’ una circonferenza che si sviluppa sulla circonferenza direttrice. In particolare,
se una circonferenza si sviluppa sopra una retta, ogni suo punto descrive una
cicloide. Se a*> 0% uno dei valori di = & positivo, come R, I'altro & negativo, ma
in valore assoluto supera R, dimodoché la cir-
conferenza mobile & sempre esterna alla base. a
Invece per a® <&* i due valori di = hanno lo
stesso segno, opposto a quello di R, ed in va- 0
lore assoluto sono inferiori ad R. In questo ”
caso i circoli mobili sono interni al circolo
fisso, ed in tutti i casi la somma algebrica dei *. ‘
due valori di = 8 —R. Adunque si ha un’zpo-
cicloide o un’epicicloide secondo che il circolo generatore si muove inlerna-
mente o esternamente alla circonferenza direttrice.

b) Ai risultati precedenti si giunge anche con grande facilita utilizzando la
costruzione data nel §2. Da tale costruzione risulta subito che 7 centro di cur-
vatura della rulletta (P) si trova su quel diametro del circolo
fisso, che passa nel punto diametralmente opposto a P sulla cir- NP
conferenza mobile. Cid premesso, sia Q il detto punto, ed N il se- V
condo punto d’incontro della normale PM con la direttrice. E fa- g
cile dimostrare che CN & parallela a PQ. Ora, se si projetta dal )
punto C sulla normale la quaterna armonica PC,Qo0, si ottiene
PMC'N. Dunque C’ & conjugato armonico di P rispetto ad MN. Ne
segue che il centro di curvatura di (P) appartiene alla polare X
di P rispetlo al circolo direttore. D'altra parte & noto (III, 16, ¢) che questa
proprieta caratterizza le linee cicloidali. Data una siffatta linea mediante 1'equa-

zione (7), si calcolano R ed « ricordando che le coordinate del centro del circolo
direttore sono

bs a’p
a0 VTa_w ®)



— 08 —
ed osservando che la prima deve nelle cuspidi (p —=0,s=—:=g) prendere il valore
=R, e la seconda il valore R +-27 nell’origine (s=0,p=:b), dimodoch& si ha
subito . .

ab a*
R=m N R+2'L=ia—’__—b’ .
¢) Ora sviluppiamo una linea cicloidale sopra una retta, e cerchiamo la
rulletta generata dal centro del circolo direttore. Dalla (4), poichd p & infinito,
si ha R =p,, e dalle (8), applicate alla curva (M,),
»3— b's,' +a'p,? —at b+ (a’—8p,"
(a! —_ bi)! (a’—-b’)’ ?
poi la formola (6) diventa

1 (a*—8)r*—a',? a®h! . , 7
?':" @ —0)r® : =(a’—b’)’r3 ) cioé p =gt
Similmente la (5) da
o aridyr .

V(rz_ R’) (a’R' _ blr!)
quindi, eliminando » fra le ultime due formole,
dp’

£ 1
i
V=56 -
a* \R R

Dunque (III, 7) la rulletta cercata & una conica, che ha gli assi properzionali ad a
e b, ed il parametro uguale al raggio del circolo direttore. In particolare, guando
una pseudocicloide (I, 8, d) si sviluppa sopra una retta, il suo polo descrive
un’iperbole equilatera. Un altro caso particolare si ottiene osservando che I'equa-
zione (7) si cambia nella nota equazione della sviluppante d’un circolo di raggio R
quando, trasportata ’origine in una cuspide, e moltiplicati s e p per &, si fanno
crescere a e b all'infinito in modo che il rapporto di 4* ad a tenda ad R. In queste
condizioni I'ultima equazione intrinseca tende a rappresentare una parabola, e
perd, se la sviluppante d'un circolo si sviluppa sopra una retta, il centro del
circolo descrive una parabola.

d) Per una spirale sinusoide d’indice n & noto (III, form. 28) che le coor-
dinate del polo soddisfano alla condizione r*=(n--1)p,y, e perd, supponendo ¢
infinito, dimodoch® &R =p,, la formola (6) da

Dunque il raggio di curvatura della rulletta descritta dal polo & proporzionale al
segmento di normale compreso fra la rulletta e la sua base. D’altra parte si sa
(111, 18) che questa proprieta caratterizza le curve di Ribaucour, il cui indice n’ &
legato ad n dalla relazione
2 _n 41 . L n— 1
m = T , cloe n— m .

Si trova cosi il seguente teorema di Bonnet: se una spirale sinusoide d'indice
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n 8¢ sviluppa sopra una retta, il suo polo descrive una curva di Ribaucour di
... M— . . 1 1 .
indice sk Per esempio, facendo successivamente n=0,—§— v 5 ecc., si
vede che, se una spirale logaritmica si sviluppa sopra una retta, il suo polo de-
scrive una retta; se una parabola si sviluppa sopra una retta, il suo fuoco de-
scrive una catenaria; se ana cardioide si sviluppa sopra una retta, la sua cuspide
si muove parallelamente ad un’asteroide; ecc. Il teorema di Bonnet si pud anche
dedurre dalla costruzione data nel § 2, in virta della quale la retta PC, passa nel
punto d’incontro delle perpendicolari alla base ed a PM, condotte per C' e per M.

Infatti, se N @ la projezione di C, su PM, si ha, per la definizione delle spirali si-
nusoidi,

_PN_PC,_PM . PM_ a _wtl ., n—l
~ NM~QC,” MC PCTar1 2 ¥ "Thrri

e I'ultima proporzione definisce appunto le curve di Ribaucour d’indice %'.
e) Su quale curva bisogna sviluppare una spirale sinusoide perché il suo

polo descriva una retta? In questo caso & p’ che dev'essere infinito, e perd occorre
che si abbia

n

P=Ry=(n+1l)py , donde p-):—mP'

n-l—lf
‘/ Po ""

¢ I'equazione della spirale, quella della base mcogmta [

SIS

Ora si noti che questa & 'equazione.d’una curva di Ribaucour, il cui indice n’ &
legato ad n dalla relazione
n + 1 n

il et ciod n'=2n—1.

Dunque, se

Dunque la linea sulla quale si deve sviluppare una spirale sinusoide, d’ indice
n, affinché il polo descriva una retta, é una curva di Ribaucour d'indice 2n—1.
Bisogna tuttavia aver cura di disporre le due curve in modo che siano a conves-
sith opposte solo per n compreso fra —1 e 0, alirimenti si ha

. n ,_n—l—l ., 2n41
Oy U S L

_— 1,

2n—1

ed il polo descrive una linea di Ribaucour d’indice ;—— om —i-l
f) Nello sviluppo d’una conica sopra una retta i fuochi gencrano curve
importanti, alle quali si & dato il nome di curve di Delaunay. Si & visto al-

trove (IIT, 8) che le coordinate r e 6 d'un fuoco soddisfano alle relazioni

r(2a—r)==apsend , ap,;sen’d=10% . ()]
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In virta della prima la formola (6) da

1_1 _pend 1 2a—r 1 1 (10)

[ r r? r ar a r

Intanto dall’equazione intrinseca delle coniche si ha

abdp,

ds,= )
3 V(a* — (abp,)*) ((abpo)® —2°)

e p, si puo esprimere in funzione di » eliminando 6 fra le (9). Si trova (abg,)'=
r(2a —r); poi la formola (5) da

§= f addr _____ | (11)
Ra—r)/ka*—(r—a)?
chiamando % I'eccentricita. L'eliminazione di » fra (10) ed (11) conduce all’equa-
zione _
| s’=f i A a2
(¢ —2a)V K@ —a)* —a*

dalla quale si trae, integrando, 'equazione intrinseca delle curve di Delaunay:
1-+ k* — 2k cos %
pP=a — (13)

k (k— cos i)
a

Si hanno curve di due tipi ben distinti secondo che il numero positivo 2 & minore
o maggiore di 1, ciod secondo che la conica generatrice & un’ellisse o un’iperbole.
Le curve del primo tipo si chiamano anche catenarie ellittiche, quelle del secon-
do catenarie iperboliche. 11 caso di k=1 (parabola) é stato gia considerato nelle
penultime applicazioni, e del resto la stessa (10) da, per a infinito, p'= — r, pro-
prieta caratteristica della catenaria. Dunque la catenaria propriamente detta si
presenta come curva limite di separazione fra le catenarie ellittiche e le iperboli-
che. La piu importante proprieta, che sara utilizzata in seguito, & data dalla for-
mola (10). Si noti che se, in questa formola, g’ ed » vengono aumentati di a, si
ottiene 7p’'=a?, proprieta caratteristica di curve studiate (II, 7, m) preceden-
temente. Allo stesso risultato si perviene anche osservando che le parallele alla
curva (12) sono rappresentate (II, 8) dall'equazione

s=f o abp_dp
(e+e)(e+c—20) Vi Fe—ay —at

che per c—=a diventa

p=— l/l—}-(l——k’)tg’—:— : (14)

Inoltre per c=2a si ricade sull'equazione (12), vale a dire che ogni curva d:
Delaunay é parallela ad una curva eguale. '
g) Le curve di Delaunsy si discutono assai facilmente (quando non si vo-




— 71—

glia fare uso del loro stesso modo di generazione) avvalendosi delle formole (9),
(10) e (13), dalle quali si trae

s
ksen; o
colh = -7y Y=a ‘/l+k’—2kc°s—' ’ (15)
s a
1 —kcos;

avvertendo che nella seconda formola il radicale va preso sempre positivamente.
La tangente diventa parallela alla retta fissa quando si annulla cotf, cioé per
s =0,*xmna,*=2xna,... Cid avviene dunque su due parallele alla retta stessa,
fra le-quali & compresa 1'intera curva, giac-

che la seconda formola (15) mostra che, per
s

cos — =1, y raggiunge rispettivamente il
a

minimo o il massimo valore: il valore massimo

¢ (1 4+k)a, il minimo & (1—4)a o (k—1)a

secondo che A<{1 o 2> 1. Nella prima serie

di punti la formola (13) da per p’ il valore e-

a . -
stremo @ — = negativo o positivo, e nella se-

conda Y'altro valore estremo g -} % , sempre

positivo. Si vede che solo per £ <1 la curva-
tura cambia segno, e cid accade quando p' di-

venta infinito, ciog, in virtd di (13), per cos% =k%. Dalle (15) si vede che cosf

raggiunge allora il valore %, massimo, e che y prende il valore a /T — &*. Dun-
que la curva s'inflette infinite volte alla distanza a /1 — &* dalla retta fissa, e
questa determina segmenti ugunali ad a su tutte le normali inflessionali, come ri-
sulta anche dalla (10), che da »=a per p’—o0. B poi chiaro che ogni normale
inflessionale ¢ tale anche per tutte le parallele alla curva, d’onde segue, in parti-
colare, che i punti d’incontro delle predette normali con la retta fissa sono i punti
d'inflessione di quella curva (14) che, come si ¢ visto, & parallela alla curva con-
siderata e ad un’altra curva eguale. Come le due curve siano parallele ed uguali
¢ facile spiegarsi immaginando due ellissi uguali che si sviluppano sopra una
retta mantenendosi simmetriche rispetto ad essa: un fuoco d'una ellisse ed il fuoco
opposto dell’altra restano costantemente allineati col punto di contatto, in virta di
una nota proprieta (IIL, 8) delle ellissi, e generano cosi due curve di Delaunay ,
uguali e parallele. Ben diverso & 'aspetto delle nostre curve quando 4>>1. Allora
p & sempre positivo, mentre, invece, cot® pud crescere indefinitamente, ciod la
curva non 8 inflette mai, e la tangente pud diventare perpendicolare alla retta

1 —_—
fissa: cid avviene per cos %:-E, nel qual caso si ha y=al/k*—1 dalla se-

conda formola (15). Dunque la parallela condotta alla retta fissa, alla distanza
a)/k* —1, incontra ortogonalmente la curva in infiniti punti, ed & chiaro che
sulla parallela stessa debbono cadere le infinite cuspidi di quella curva (14) che
fa parte del sistema di linee parallele alla curva considerata.

4. Circolo d’inflessione, La furmola (6) mostra che p’ & infinito per
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tutti i punti soddisfacenti all’eguaglianza r=®Rsend: questa definisce una
circonferenza, che si dice d’snflessione. Adunque la circonferenza d’infles-
sione ¢ 1l luogo dei punti che, in un dato istante, sono punti d’inflessione
sulle loro trajettorie. Se si porta sulla normale ad (M,) il segmento MH— &,
il circolo d’inflessione & descritto sul diametro MH, e pero, in virtu di (4), ¢
simile, rispetto a C,, al circolo descritto sul diametro MC. B chiaro che nel
punto H concorrono, ad ogni istante, le tangenti inflessionali. Si noti, in par-
ticolare, che ogni punto mobile lungo una retta deve costantemente apparic-
nere alla circonferenza d’inflessione, e la retta percorsa dal punto deve co-
stantemente passare per H. Inversamente, se nello sviluppo d’una curva
sopra una base qualunque, un punto, rigidamente legato alla curva mobile,
non cessa di trovarsi, ad ogni istante, sulla circonferenza d’inflessione, 1a sua
trajettoria & rettilinea, giacché I'equazione p'=oo definisce la retta. Quanto
alle cuspidi delle infinite trajettorie, dalla (6) si vede che p’ non puo, in ge-
nerale, annullarsi senza che si annulli ». E dunque sulla base che cadono le
cuspidi delle rullette. Eccezionalmente se ne possono presentare in tutto il
piano: cid avviene quando & & infinito, ciod per p,—=—p. Allora si ha pure
x=0, vale a dire che, quando la curva mobile oscula la curva fissa, i punti
rigidamente legati alla prima restano per un istante come immobili, ed in
essi le loro trajettorie subiscono un regresso. Invece, quando & si annulla,
ciod quando nel punto di contatto capita una cuspide dell'una o dell’altra
curva, 8i ha x=oo,p'=7r vale a dire che il punto di contatto sembra immo-
bile rispetto a tutti i punti del piano, ed & centro di curvatura di tutte le
loro trajettorie,

5. Teoremi di Steiner e di Habich. Per le rullette a base ret-
tilinea le formole (5) e (6) diventano
. r 1 _ 1 pgsenb

s= | —ds, ,

Po I rt

D’altra parte i valoridi s e di p, relativi alla pedale di (M,) rispetto al
punto P, son dati (I, 7, 7) dalle formole

Dunque

P e
Nella prima eguaglianza sta il teorema di Steiner: ognéi arco di rulletla
a base rettilinea ¢ uguale al corrispondente arco della pedale della curva
mobile rispctto al punto gemeratore. La seconda eguaglianza conduce al
teorema di Habich. Se vi si cambia il segno di p’, per conformarsi alle
convenzioni fatte nel § 1, si riconosce che, nello sviluppo della pedale di
(M,) rispetto a P, su (P), il diametro del circolo d’inflessione & appunto r.
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Intanto le coordinate di P rispetto alla pedale sono »"=y,0"=9, e sod-
disfano all’eguaglianza r"=—rsen 0", vale a dire che il punto P appartiene
costantemente alla circonferenza d’inflessione. Dunque, se nello sviluppo
d’una curva sopra una retta, un punto P, fisso nel piano della curva, de-

scrive la rulletia (P), la pedale della prima curva rispetto a P, sviluppan-
dosi su (P), fara descrivere a P una retta.

6. Esempii: a) Sela curva (M,) ¢ una spirale sinusoide d'indice ',si sa (§ 3, d)
che la rulletta (P) descritta dal polo & una curva di Ribaucour d’indice ﬁ , @
d'altra parte & noto (III, 21, @) che la pedale di (M,) rispetto a P & un’altra spirale .

d’indice n—’-‘—T Si viene cosi a dimostrare per altra via (cfr. 8, ) che, se una spi~

rale sinusoide d’indice”, d .l =n si sviluppa sopra una curva di Ribaucour d’in-
. n'—1 : . .
dice ”,—_i_l_2n—l, il polo della spirale descrive una retta.

&) Se (M,) & una conica, la rulletta (P) generata da un fuoco & una curva
di Delaunay, e si sa (III, 8) che la pedale della conica rispetto a P & la circonfe-
renza descritta sull’asse focale come diametro. Si noti che, inversamente, ogni cir-
colo, comunque si fissi nel suo piano il punto P, & pedale d’una ben determinata
conica, che ha un fuoco in P. Adunque la linea sulla quale bisogna sviluppare

un circolo, affinche un punto dato nel suo piano percorra una retia, é ung
curva di Delaunay.

7. Quando P non & fisso nel piano di (M,), bisogna prima di tutto cono-
scere la trajettoria che va descrivendo nel piano stesso, e la posizione che vi
occupa ad ogni istante. All’ uopo basta darsi il raggio di curvatura p” della
trajettoria ed il rapporto x, del suo arco elementare a quello di (M,), le quali
quantitd si debbono per conseguenza considerare come funzioni note di s,.
Vogliamo limitarci a studiare il caso pil semplice d’una trajettoria costan-
temente ortogonale ai raggi PM, condizione questa che deve apportare un
vincolo fra x, e p". Per abbreviare alquanto i calcoli consideriamo le posizioni
M e P di M e P, nel piano fisso, dopo uno sviluppo infinitesimo di (M,) su
(M), diguisaché MM'—ds , PP’=xds. Le rette PM e P"M’ concorrono nel cen-
tro di curvatura C’ della trajettoria di P nel piano fisso, ed & chiaro che si ha

PP —M- senl ciod x _____seno
PC'~ MC ’ P p—r"

1l ragionamento vale anche nel caso che lo spostamento di P si consideri nel
piano mobile, e perd

"

p'send __p'send

x= o xXy= —r " (16)

Cio6 premesso, siccome le variazioni delle coordinate di P nel piano mobile
sono i prodotti dell’arco elementare x,ds, per senf e — cos0, si ha

L .

&
= =—%,— 3
ds, Oy ds, 0y
10
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poi, portando questi valori nelle formole fondamentali, relative alla curvs
mobile, se ne ricava

de (%, 1 dy __ ‘xo 1
dso-(rh‘,)” 1 a;;-'—(7+g)”'

quindi le formole relative alla curva fissa diventano

dz (%, 1 Sy x 1

a=(tay o a=(tg)
Dunque, anche nel caso attuale, la normale alla rulletta passa nel punto i-
- stantaneo di contatto, cioé le due trajettorie di P sono fra loro tangenti. Si

vede inoltre dalle ultime formole che il rapporto dell’arco elementare della
rulletta a quello della base &

=, é . 17)

Data la funzione x,, la formola (17) fara conoscere 1'arco della rulletta, e
la prima delle (16) permettera poi di calcolarne la curvatura.

8. Formola di Savary. Se in (17) si pongono per x e x, i valori
(16), si ottiene '

= . (18)

E questa I’ importante formola di Savary, che per p"=0 si riduce alla (6),
e 8i pud sempre sostituire alla prima formola (16) per la determinazione di
¢’ giacchd, data x,, la funzione p” & anche nota mediante la seconda formola
(16). Geometricamente interpretata, la formola di Savary permette di co-
struire il centro di curvatura C’ della rulletta, supponendo conosciuto il cen-
tro di curvatura C” della trajettoria del punto generatore nel piano mobile.
Essa ci dice infatti che le perpendicolari a PM ed alla tangente a (M), in M,
condotte rispettivamente per M e per C', concorrono su HC". Si pud fare
a meno di H osservando che le rette CC' ¢ C,C" concorrono sulla perpendi-
colare a PM, condotta per M. Si ritrova cosi, per C” coincidente con P, la
costruzione segnalata nel § 2.

9. Inviluppi. Quando (M,) si sviluppa su (M), ogni linea fissa nel piano
di (M,) inviluppa (II, 5) una certa linea (P). Ciascun punto P si pud riguar-
dare come punto comune a due posizioni infinitamente vicine della linea con-
siderata, cio® come fisso nel piano della curva (M,), mentre questa si sviluppa
infinitamente poco su (M). Dunque (§ 1) 1a normale all’inviluppo, trajettoria
di P nel piano fisso, passa per M, ciod la linea considerata tocca il suo invi-
luppo al piede delle perpendicolari che le si abbassano da M. Intanto si viene
cosi a realizzare I ipotesi del § 7, ciod il punto P si ruove ortogonalmente a
PM anche nel piano di (M,). Dunque, trovate le coordinate r e 6 di P, proje-
zione ortogonale dell’ origine M sulla linea che si considera, basterd sosti-
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tuirle nelle formole (16) e (17) per giungere in ogni caso all’equasgione inirin-
seca dell'inviluppo. Si applichi finalmente la formola di Savary a quel punto
C”, rigidamente legato ad (M,), che in un dato istante coincide col centro di
curvatura della linea mobile, nel punto in cui questa tocca il suo inviluppo.
Se g & il raggio di curvatura della trajettoria di C”, bisognera porre p” e 0
al posto di p’ e p” in (18), ed r—p" invece di 7. Con cid si riesce solo a cam-
biare p'in p"4p™. Dunque p'=p"+}p", ciod il centro di curvatura della tra-

jettoria del punto considerato coincide col centro di curvatura dell’ invi-
luppo della linea mobile.

10. Per applicare alla retta le formole precedenti si deve supporre
¢"=oo. In questa ipotesi la seconda formola (16) d& x,=sen6; poi la (17) fa
conos cere x, e dalla (18) si ricava p'. Si ottiene cosi

s':f(sen&—}-é)ds y p=r4Rsenb , 19)

dove r e 6 sono le coordinate della projezione P di M sulla retta conside-
rata. Siccome questa & data, nel piano di (M,), r e 6 si potranno esprimere
in funzione di s, 0 di s; poi dall’eliminazione di s fra le (19) risultera I'equa-
zione intrinseca della rulletta (P).

11. Applicazione. Se una curva di Ribaucour d’indice # si sviluppa sopra una
retta, la sua direttrice, che stacca dalla normale un segmento !/,(n-4-1)p, a partire
da M, tocca il suo inviluppo nel piede P della perpendicolare che le si abbassa da

M, e perd si ha r=1/,(n-}1)p,sen6. Portando questo valore nella seconda formola
(19), in cui @ R=p,, si trova

,_n+3r__ 2r dove ”,_n—l
=1 —wF1 TaF3’

e si perviene cosi al seguente teorema di Dubois: guando una curva di Ribau-

cour, d’indice n, si sviluppa sopra una retla, la sua direttrice inviluppa una
. U e |

curva di Ribaucour d’indice

n+3

trova che, quando un circolo si sviluppa sopra una retta, ogni suo diametro invi-
luppa una cicloide; la direttrice d’una cicloide, che si sviluppa sopra una retta, si
mantiene parallela alle tangenti di un’asteroide; la direttrice d’una parabola, che
si sviluppa sopra una retta, si mantiene tangente ad una catenaria; ece.

. Per esempio, se si fa n=1,0,—2,ecc., si

12. Circolo di regresso. La seconda formola (19) mostra che si ha
#'=0 quando r=— R sen", cioé quando P appartiene alla circonferenza sim-
metrica della circonferenza d’inflessione (§ 4) rispetto alla tangente ad (M),
in M. Tale circonferenza si dice di regresso, perché il luogo delle cuspidi che
8i presentano, in un dato istante, sulle rullette generate (tangenzialmente)
dalle rette del piano di (M,). Si noti che nel punto H', simmetrico di H ri-
spetto ad M, concorrono tutte le tangenti cuspidali. Ne segue che se una
retta, fissa nel piano di (M,), passa costantemente per H', essa contiene un
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punlo fisso del piano di (M), punto comune a tutte le circonferenze di re-
gresso. Infatti, il secondo punto d’incontro P della retta con la circonfe-
renza di regresso & anche il punto di contatto della retta col suo invilappo,
e poiché in P si ha costantemente p'=0, vuol dire che 1'inviluppo si riduce
all’unico punto P. B poi utile osservare che nello sviluppo inverso di (M) su
(M,) i circoli di regresso e d’ inflessione si scambiano fra loro. Ora, se nelbo
sviluppo di (M,) su (M) un punto P, fisso nel piano di (M,), descrive una
retia, siccome questa deve (§ 4) passare per H, che nello sviluppo inverso
prende il posto di H', & chiaro che nello sviluppo di (M) su (M,) la relia
considerata ruoterd intorno a P.

13. Esempii: a) Si & visto (§ 3, ¢) che se una spirale sinusoide, d’indice #', si
sviluppa sopra una curva di Ribaucour, d’indice #==2n"—1, il polo della spirale
si sposta lungo la direttrice della base. Ne segue subito, che se una curva di Ri-
baucour, d’indice n, si sviluppa sopra una spirale sinusoide, d’ indice '/, (n4-1),
la sua direttrice ruota intorno al polo della spirale. Per esempio, se una retta
si sviluppa sopra una catenaria, un punto del suo piano si muove in linea retta, e
nello sviluppo inverso la direttrice della catenaria passa per un punto fisso; se una
cardioide si sviluppa sopra una cicloide convenientemente scelta, la sua cuspide
percorre la direttrice della cicloide, e nello sviluppo inverso questa retta non cessa
di passare per la cuspide della cardioide; la curva su cui si deve sviluppare la se-
conda pedale d’un circolo rispetto ad un punto del suo piano, affinché questo punto
descriva una retta, & parallela ad un’ asteroide, e nello sviluppo inverso la retta
ruoterd intorno al punto.

) Piu generalmente, utilizzando il teorema (§ 5) di Habich, possiamo af-
fermare che la linea su cui si deve sviluppare una curva, generata da un punio
P nello sviluppo di un’altra curva sopra una retta, affinche questa retta invi-
luppi un punto, é la pedale della seconda curva rispetto a P. Cosi, per esempio,

. supponendo che la seconda curva sia una conica, con un fuoco in P, si trova (c¢/r.
6, &) che, se una curva di Delaunay si sviluppa sopra un circolo convenienle-
mente scello, la sua base ruota intorno ad un punto fisso.

~ 14. Segnaliamo, per finire, I’ utilith che ha per noi, in queste lezioni, Ia
teoria delle rullette, in quanto ci fornisce modi di generazione di talune
curve, che fin qui ci erano note solo per la loro equazione intrinseca. Per e-
sempio, noi possiamo ora renderci conto pitt esattamente della forma delle
curve di Ribaucour, definite dagli indici 3 e —5, e notate precedentemente
(ILL, 17) per la rassomiglianza delle loro equazioni intrinseche

s;—_zfm , s=—§f‘7§%_:,

| con quelle della lemniscata e dell’iperbole equilatera. Ora possiamo dire
che la prima curva & il luogo del centro di un’iperbole equilaters, che si svi-
luppa sopra una retta, o I'inviluppo della direttrice di una catenaria che si
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sviluppa (esternamente) sopra una catenaria eguale; ed & anche la curva
sulla quale deve una lemniscata svilupparsi affinche il suo centro percorra
una retta. Similmente la seconda equazione rappresenta la curva sulla quale
si deve sviluppare un’iperbole equilatera perché il suo centro descriva una
retta. Inversamente, quando le due curve si sviluppano rispettivamente so-
pra una lemniscata ed un'iperbole equilatera, le loro direttrici ruotano in-
torno a puati fissi.

VL. I BARICENTRIL

1. Ai punti M;(i=1,2,8,..) definiti in un piano dalle coordinate 2;,y;,
~ relative ad una coppia qualunque di assi, si attribuiscano coefficienti p,;, che
si chiameranno masse, e si consideri il punto G, definito dalle coordinate
. Y
m“—‘-z_p'—“ ’ y—'zp: ’ (1)

E chiaro che ogni trasformazione lineare, eseguita sulle coordinate dei punti
M;, si ripete identicamente sulle coordinate z,y, e cid basta per mettere in
evidenza I'unicita del punto (1), ciod per provare che questo & sempre lo
stesso, comunque si scelgano gli assi. Il punto G si chiama baricentro del
dato sistema di punti o di masse. In particolare si noti che il baricentro del
sistema di due masse p, e p,, deposte nei punti M, ed M,, & quel punto che
divide M,M, nel rapporto inverso di p, a p,. Il baricentro del sistema costi-
tuito da pilt sistemi di punti & anche il baricentro del sistema dei baricen-
tri, purche in ciascuno di questi s’intenda deposta una massa uguale alla
somma delle masse del corrispondente sistema. Queste ed altre proprietd
son facili a dedurre dalle (1). Noi vogliamo pia specialmente considerare il
caso di masse distribuite con continuita lungo una curva, e chiameremo pds
la massa infinitesima deposta sull’ arco elementare ds: bastera conoscere la
funzione p di s, che si chiama densifa, affinché sia nota la legge di distri-
buzione delle masse, e perché sia ben determinato il baricentro di qualun-,
que arco. Le coordinate di tale baricentro saranno date dalle formole

wfpds:fp.uds , yfpds:fpvds, ®)

supponendo estese le integrazioni da un estremo all’altro dell’arco che si
vuol considerare, e rappresentando con % e v le coordinate dei punti della
curva. Si fa 'ipotesi pi semplice quando la densitd si suppone costante; si
ottiene allora il baricentro propriamente detto, del quale s’ intendera sem-
pre parlare, in seguito, quando non si fara esplicitamente altra ipotesi. Se
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invece la densita si prende uguale (o proporzionale) alla curvatura della li-
nea, si ottiene il punto chiamato baricentro di curvatura da Steiner.

2. Per la determinazione della doppia infinitd dei baricentri di tutti gli
archi d'una curva basta la conoscenza dei baricentri degli archi che hanno
un dato estremo O (in cui si potra sempre porre I’ origine degli archi), giac-
ché il baricentro di qualunque arco M,M,, definito dai valori s, ed s, di s
negli estremi, divide nel rapporto — s,:s, il segmento rettilineo che va dal
baricentro di OM, a quello di OM,. Sia dunque G il baricentro d'un arco OM,
e siano z,y le sue coordinate rispetto alla tangente ed alla normale nell’e-
stremo mobile M. Nel caso attuale le (2) si riducono alla forma

se= | uds , sy— fvds ,
“o “o
dove ciascuna coppia di valori % ,v soddisfa alle condizioni d’immobilita
(II, 1), tranne quella (¥=0,v=0) che si riferisce al limite superiore degli
integrali. Ne segue, in primo luogo, rappresentando semplicemente con p il

valoredipin M, - .
] s 5 5 g
4 uds:—l-fvds—fds L2 vds_—_—lfuds,
ds [ dse [
[} 0 0 0 0
ciod
dsx sy dsy sz
73'——-?—3 ) E-———? . (3)

Le coordinate di G sono determinate da queste equazioni e dalla condizione
di annullarsi con s, giacchd, ridotto 1’arco all’unico punto O, il baricentro &
0. Le stesse (3) fanno poi conoscere con maggior precisione il modo di ten-
dere di G ad O, perché, se p non & nullo nell’ origine (arbitraria) degli archi,
si ha, in virtd del teorema di I'Hospital,
oz ose_ 1. fy _ 1 Y. 8y 1. = 1
lim ?_llms—,_§hm(?—- )_——2— , hms—,_hm?-
e si vede che, nel dominio di O, I’equazione z* 4 y*=3/,py tende ad essere
soddisfatta, cioé il baricentro tende a collocarsi sulla circonferenza che si
- ottiene riducendo ai tre quarti, intorno ad O, la circonferenza osculatrice.

3. Molto utile & 1a conoscenza della linea baricentrica, ciod della curva
descritta dal punto G quando M si sposta lungo la curva data. Evidente-
mente una curva ha infinite baricentriche, ciascuna delle quali prende ori-
gine in un punto arbitrario della curva stessa; ed & chiaro, per le osserva-
zioni testd fatte, non solo che ogni baricentrica tocca la curva nella corri-
spondente origine, ma, ancora, che la sua curvatura & nel punto di contatto
uguale ai quattro terzi di quella della curva data. Adunque ogni curva ap-
partiene all’inviluppo delle sue baricentriche, come si vede anche piu chia-
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ramente osservando che due baricentriche qualunque s'incontrano nel bari-
centro dell’arco determinato dalle loro origini sulla curva data, il quale ba-
ricentro tende a collocarsi sulla curva quando le due origini tendono a con-
fondersi. Se la curva & chiusa, due baricentriche hanno infiniti punti comuni,
baricentri degli infiniti archi determinati dalle origini sulla curva, e siccome
la differenza o la somma di due siffatti archi & sempre un multiplo della lun-
ghezza dell’intera curva, si pud aggiungere che 1'incontro delle due baricen-
triche avviene sopra una retta, che passa nel punto Q, baricentro dell'intera
curva chiusa, e punto comune a tutte le baricentriche.

4. Ora prendiamo a considerare, pii generalments, la curva descritta da
qualunque punto I', le cui coordinate soddisfano alle (3). Le formole fonda-
meontali danno subito, in virtl delle (3),

dz__ d vy
- s

&= 0 @ ’
e perd la tangente a (I'), in T, passa per M, cio& il punto T" insegue costante-
mente M, ed il rapporto degli archi elementari delle due curve & x=r:s. Le

coordinate r e 0 di I' soddisfano all’unica condizione d’immobilita

come risulta subito dall’osservare che la retta MI" tocca in I il suo invilup-
po, e come, del resto, si pud facilmente dedurre dalle (3). Dunque (1L, 4) si
ha, per calcolare la curvatura di (I),

% 1  db senf

R

o perd I’equazione intrinseca di (T') risulta dall’eliminazione di s fra le ugua-

glianze
. r "
§ ._f?ds v P = sent

La seconda formola da il modo di costruire il centro di curvatura di (I"). Si
porti sulla tangente ad (M), nel verso negativo, il segmento MD =3, e si pro-
jetti D, in H, sulla normale a (T'): il centro di curvatura di (I') appartiene
alla perpendicolare elevata per M ad MH. Di queste proprietad gode, in par-
ticolare, ogni baricentrica (G), caratterizzata, fra tutte le (I'), dal fatto del
suo passaggio per O, dove tocca (M) ed ha la curvatura

1 . ssenf__ .. /s\®. y 4
Lasciandosi guidare dalla prima proprietd & facile rendersi conto della for-
ma generale delle baricentriche di qualunque curva chiusa. Nel punto Q, ba-
ricentro dell’ intera curva, la baricentrica che prende origine in O passa in-
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finite volte, tangenzialmente ad 0Q, e la sua curvatura, col subire un au-
mento costante ad ogni nuovo passaggio, finisce per oltrepassare ogni limi-
te. La baricentrica si va dunque restringendo indefinitamente nel dominio
di Q, suo punto assintotico, dal quale nondimeno esce una retta, OQ, che
non incontra la curva infinite volte. Le tangenti alla baricentrica, negli in-
finiti punti d’incontro con ogni altra retta uscente da Q, concorrono in un
punto, e quando la retta gira intorno a Q, il punto descrive la curva chiusa
che ammette la data baricentrica.

5. Per la determinazione dei baricentri non & indispensabile la curva
(®): basta conoscere wna qualunque curva (T'). Siano infatti £ ed v le coor-
dinate di T, e si ponga

x=&-+4Recosé , y=m-} Rsenb .

Applicando le (3) ai punti I' e G si ottiene
%(sRcosO)::?senO , %(sRsenO):-—‘%‘coso :

quindi

R _oo a1

ds ~— ' ds-  p°
Dalla prima eguaglianza si vede che sR dev’essere costante, la seconda ci
dice che la direzione I'G & invariabile. Dunque, se 8i conosce una curva (TY),
& sufficiente un sol baricentro G, per determinare l'intera baricentrica (G).
Infatti, se I', & il punto che corrisponde a G, sulla curva (T"), basta con-
durre per ogni punto I, parallelamente a I'\G,, un segmento la cui lun-
ghezza stia a quella di T',G, nel rapporto inverso di s ad s,. I’ estremo di
tale segmento & appunto G. In particolare si pud prendere per G, la stessa
origine O, senonchd® allora I, sta all’infinito, ciod (I') ha un assintoto, la
cui direzione & quella appunto di tutti i segmenti I'G; ma della grandezza
di questi segmenti si sa soltanto che varia, da un punto all’altro, in ragione
inversa di s, e per determinarla bisognera ricordare che, mentre per M ten-
dente ad O crescono indefinitamente le distanze di M e di & a I, deve in-
vece MG tendere a zero.

6. Applicazioni: a) Nel caso d'un circolo (p=a,s=aq) le (3), messe sotto

la forma p p
P (g — ayve _ _
do =({y—ak , dp = %>

lasciano subito scorgere la soluzione y =a, 2 =—a. Sebbene con un’integrazione
facile si riesca a trovare che le coordinate di G sono

a sen ¢
&=—— (1—cos _—a(l———) ,
? ( ?) » ¥ 9

a noi, dopo le osservazioni del § 5, basta la conoscenza del punto T', definito dalle
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coordinate m=-—i, y=a, per poter determinare anche G. Si sviluppi 'arco

OM sulla tangente in M, e sia D il punto in cui viene O. Il punto I' sta all’inter-
sezione delle perpendicolari condotte per M e per Q ai raggi QD e QM. Quando ¢
tende a zero, il valore assoluto di « cresce all'infinito, e perd MI" tende a toccare
il circolo. Dunque il baricentro dell’arco OM appartiene alla
perpendicolare abbassata da I' su OQ. Cid basta per co-
struire G, che per ragione di simmetria deve trovarsi anche
sulla bisettrice dell’ angolo OQM. Del resto & facile deter-
minare la lunghezza di I'G, osservando che deve variare in
ragione inversa di ¢ e che, d’altra parte, essa tende a com-
portarsi come quella di I'M, che a sua volta si comporta come
a:p nel dominio di O. Dunque I'G =a:9 =T'Q, vale a dire che il daricentro ap-
partiene anche alla circonferenza descritta dal centro I’ tangenzialmente al
raggtio QM. Si noti che su questa circonferenza I'arco QG ha la lunghezza costan-
te a. Ne segue che, se una verga inestendibile QM, infinitamente sottile, e fissata
nel dominio di Q, si flette in forma circolare, la sua estremitd mobile descrive
quella baricentrica del circolo di centro Q, che prende origine in M. Finalmente,
considerando i triangoli simili MOD , QGM, con lati omologhi perpendicolari, si
vede che anche il lato OD & perpendicolare a GM, e si & in tal modo condotti ad
un’assai piu semplice costruzione del baricentro: G appartiene alla perpendico-
lare abbassata da M su OD.

) Cerchiamo se si puo soddisfare alle (3) prendendo « ed y proporzionali
ad s, nella quale ipotesi queste coordinate definiranno certamente il baricentro,
percha si annullano con s. Posto = as,y =ps, le (3) danno

P__B __ @

s 20+4+1 28’
e perd la curva & una spirale logaritmica. Inversamente, data una simile curva
mediante 1'equazione p=—#ks, possiamo sempre ricavare « e P in funzione di k%,
dalle precedenti equazioni, sicuri che le (3) saranno soddisfatte per z=as,y=ps:

ma tale determinazione non & necessaria, perché basta dare alle dette equazioni la
forma

per riconoscere che il baricentro dell'arco OM appartiene alle rette
sx+2py=0 , 2p2—s(y—p)=0.

Intanto & noto (I, 11, c) che la perpendicolare elevata ad OM da O, polo della spi-
rale, incontra in C, centro di curvatura, la normale, ed in D, alla distanza s da M,
la tangente. Ora I'interpretazione geometrica delle ultime equazioni mostra che G
¢ la projesione di M sulla retta che congiunge C al punto medio di MD. Qui si
osservi che G appartiene, come O, alla circonferenza descritta sul diametro MC.

¢) Per =0 le (3) diventano y=p, E‘;‘l =0; quindi sp=a". Per conge-

guenza nel caso della clotoide il centro di curvatura & un punto I, vale & dire che
la baricentrica relativa al punto @' inflessione si pud dedurre dalla sviluppata stessa
della curva mercd le osservazioni del § 5. Siccome MI" tende a diventare la normale

11
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in O, punto d’inflessione, quando M tende ad O, il daricentro dell’arco OM appar-
tiene alla perpendicolare abbassata dal centro di curvatura, in M, sulla tan-
gente inflessionale. Inoltre I'G varia in ragione inversa di s, cio® proporzionalmente
a p, e siccome MG tende a comportarsi come I'M—I'G nel dominio di O, si ha ne-
cessariamente I'G —p, altrimenti MG oltrepasserebbe ogni limite invece di tenders
a zero. Dunque il baricentro dell’arco OM appartiene anche alla circonferenza
osculatrice nell’ estremo M. Cid premesso, si sa (§ 2) che il baricentro d’ un arcs
qualunque M,M, divide nel rapporto —s,:8, = —p, :p, il segmento rettilineo che
va dal baricentro di OM, a quello di OM,, e poiché questi baricentri sono gli estre-
mi di due raggi paralleli nei circoli che osculano la curva in M, ed M,, si vede che
ogni arco di clotoide ha il baricentro in un centro di similitudine dei circoli o-
sculatori estremi. B poi facile dimostrare che la clotoide & I'unica curva che abbia
in linea retta il baricentro di qualunque suo arco ed i centri di curvatura negli e-
stremi dell’arco stesso.

d) Vogliamo cercare tutte le curve, per le quali il daricentro d’un arco OM
appartiene alla circonferenza osculatrice in M, ridotta o amplificata , intorno
ad M, secondo una proporzione costante. Bisogna, in altri termini, che si possano
trovare funzioni @ ed y di &, nulle per s=0, e soddisfacenti alle (3) ed all'equa-

zione
o'+ y'=(n+1)py . 4)

Se, dopo aver moltiplicato i due membri per s*, si deriva rispetto ad s, osservando
le (3), si ottiene
dsp
(r—Nsw=(n+1y57 ; ®)

poi, scritta questa eguaglianza sotto la forma
n—ldsy n-fldsp
sy ds sp ds '
se ne ricava, integrando,

(Sy)"-l (sp)nd=a4u , (6)
purchd n §O. Per n=1 si trova, cosi, la clotoide, sulla quale non vogliamo qui
ritornare, L'eliminazione di sp fra (4) e (6) da

dn 2
(s2)* + (sy)* = (n+ 1)a™' (sy)™" M
e poiché sx ed sy sono infinitesimi con s, non pud non essere % --1>>0. Si deve

anzi avere

n +1§2, ciod ngo, se non si 'vuole che, trascurando infinitesimi

superiori, nel dominio di O abbia luogo I'eguaglianza assurda z*+y*=—0 per va-
lori reali, non nulli, di 2 e di y. Ci6 premesso, si ponga, per brevita,

>
sp=a’t , 7= ‘/(n +1)—1.,
Le formole (6) e (7) danno

net ned

sy=a* " , sz=ckta¥% ", (8)

e la prima di queste nguaglianze mostra che, per s tendente a zero, ¢ tende a zero
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o cresce indefinitamente secondo che #<1 o %> 1. Finalmente, sostituendo in (5)
i valori (8), ed integrando, si ottiene, nell’uno o nell’altro caso,

s )
s’=—2?—ﬂa’ffd—t o s’=2"—+la'f‘£ . 9)
n—1 A n—1 A

Basterebbe eliminare ¢ fra sp—a*¢ e I'una o 'altra equazione (9) per trovare I'e-
quazione intrinseca delle nostre curve. Se poi si vuole esaminare il contegno di tali
curve nel dominio dell’origine, si osservi che, quando s tende a zero, T cresce all’in-

n - 1
finito come ™, d’onde segue che gli integrali (9) si comportano come ¢ ', ciod,

in virtu delle stesse (9), ¢ tende a zero o cresce indefinitamente, nei rispettivi casi
(n << 1,n>1), come s**". Dunque la curva si svolge nel dominio di O come se la
sua equazione intrinseca fosse p—~%s'~"", vale a dire che acquista, in quel punto,

un minore o un maggior contatto con la tangente, secondo che n <-2- 0 n>§.

Per precisare meglio la sua forma bisognerebbe richiamare osservazioni precedenti
(I, 11, e), e si riconoscerebbe allora che in ogni caso comparisce di preferenza, in O,
il punto d'inflessione. Il punto assintotico & possibile solo nel caso di =0, che
verra esaminato in ultimo, fra breve ; e 1'osservazione finale del § 2 permette di as-

serire che solo per n=—;- la curvatura pud, nell’origine, avere un valore finito e
diverso da zero. Ed effettivamente, in questo caso, la prima delle (9) da

s'=6a? t—"“—-:ﬁa"(‘/:s:—‘/i—t’ |
3 2 z ")
() E—t'

d’'onde si trae s*-}- 86p = costante, equazione (I, 8, ¢) d’una epicicloide bicuspide
stellata. Finalmente, se si vuol sapere per quali curve & possibile che sia =0,
bastera sostituire al secondo membro di (8), che per =0 cessa di essere arbitra-

rio, una costante qualunque, la quale si potra, per comodita dei calcoli, designare
con 1 44®. Cosi le formole (4) e (6) daranno

- 2 P .
=Tixae ) YT iy
poi dalla (5) si avra, integrando, X
p= ks + 8— .
Fra queste curve & pur la clotoide (A=0), che non pud rispondere alla questione,
perché per essa & #=1; ma si noti che « ed y debbono annullarsi con s, per la
qual cosa occorre e basta che si annulli p, ciod che si abbia A'=0. Dunque la pro-

prieta osservata in fine della penultima applicazione caratterizza le spirali logarit-
miche.

7. La ricerca dei baricentri d'una curva @ sempre riducidile a quella di
punti fisss nel piano di un’alira curva. Infatti, se si pone

sw=ax, , sy=ay,, (10)
ed inoltre

s*=2as, , sp=ap, , (11)
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le (3) diventano le note condizioni

ary _Yo_ 1  Wo__%

dsy P T ds, Po
che assicurano I'immobilita del punto (z,, y,) nel piano d’una curva (M,), la
cui equazione intrinseca risulta dall’eliminazione di s fra le (11). Intanto
queste (11) stabiliscono una corrispondenza fra i punti di (M) e quelli di (M,).
mentre le (10) pongono in relazione una soluzione (z,y) delle (3) con una
(%,,9,) delle (12), e perd fanno corrispondere ad ogni curva (I') un certo punto
del piano di (M,). In particolare, alla baricentrica che prende origine in 0
corrisponde 1'origine degli archi di (M,), giacché, per le (10), con s (ed s,)
si annullano z, ed y,, se # ed y restano finiti: cid (§ 5) accade, nell’origine,
solo per la baricentrica.

(12)

8. Costruzione geometrica dei baricentri. L’ arbitrarietd di
a permette di dedurre una costruzione generale dei baricentri dalle formole
(10) ed (11). Dato a corcare il baricentro dell’arco OM, si prenda a uguale
appunto alla lunghezza di OM, e si determini, merce le (11), la curva (M,).

In virtd delle (10), se le due curve si toccano nei punti
00 corrispondenti M ed M,, il baricentro di OM e I'origine
di (M,) coincidono, e la prima delle (11) ci da s,=='/,a
quando s = a. Basterd dunque staccare dalla (M,) un
arco meta di OM, a partire dall’origine, e condurlo per
I'altro estremo a toccare in M I'arco OM: Porigine andra a collocarsi nel
baricentro cercato. Nella scelta del punto M, ci pud anche guidare la con-
siderazione che il contatto dei due archi deve risultare d'un ordine supe-
riore (IV, 1) giacchd per s—a la seconda formola (11) d& p==p,. Final-
mente una terza determinazione del punto M, si deduce dall’eguaglianza

o H
fds—f -
- — ]
r P b Po

per la quale si vede che, messi in contatto i due archi nel modo anzidetto, le
loro tangenti negli altri estrems son parallele.

9. Costruzione cinematica dei baricentri. Supponiamo che le
curve (M) ed (M,) siano condotte a toccarsi in due punti corrispondenti, e nel
dominio del punto di contatto si consideri un’altra coppia M',M, di simili
punti. Siano C e C, i centri di curvatura delle due curve, in M. Dalle (10) si
deduce, osservando le (11), .

o perd il punto I, si trova all’intersezione della retta MI' con la parallela
condotta per C, a CT'. Ne segue che, se il piano della (M,) subisce intorno ad
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M una dilatazione o una contrazione, che porti C, in C, per effetto della stessa
deformazione il punto I'; si teasferisce in I', il punto M’, in M, e perd il con-
tatto fra le due curve, nei punti corrispondenti, persiste quando una di esse
rotola sull’altra. Dunque, se la curva (M) &, nell'origine degli archi, messa a
contatto, in un punto G convenientemente scelto, con la corrispondente cur-
va (M,), e se questa si sviluppa su (M) dilatandosi o contraendosi intorno al
punto di contatto, in modo che fra le due curve si conservi costantemente un
contatto del secondo ordine, il punfo G é ad ogni istante il baricentro del-
U arco OM. Cosi, per qualunque curva data nel piano, si pud in modo cine-
maticamente intelligibile costruire il baricentro d’un arco qualsiasi, previa
la conoscenza di un’altra curva, assai facile a determinare mercé le (11).

10. Esempii: a) Nella figura (§ 6, a) fatta per costruire il baricentro d’un arco
di circolo apparisce chiaro I'arco di sviluppante GM, costantemente osculato in M
dalla circonferenza fissa; e dalle (11), per p—a, si ricava appunto p,>*—=2as,, e~
quazione d’una sviluppante di circolo, simile a quella che contiene I'arco GM. E si
noti che, mentre la cuspide non cessa di segnare il baricentro dell’arco OM, la tan-
gente cuspidale si mantiene parallela alla tangente OT.

) Dalle (11) si vede che p, & proporzionale ad s, quando p & proporzionale
ad s, vale a dire che, se (M) & una spirale logaritmica, anche (M,) & una spirale
logaritmica. Costruiti (c/r. 6, 6) i punti C e D relativi alla prima spirale, quali
sono gli analoghi punti C, e D, per la seconda spirale, tangente in M alla prima ?
Giaccha il contatto & del secondo ordine, C, coincide con C; e poichd, per un’altra
osservazione fatta nel § 8, 1’arco GM della seconda spirale, che si rettifica ap-
punto in DyM, dev’essere la meta dell'arco OM, ciod di DM, si vede che D, & il
punto medio di DM. Ed ora & chiaro che, come O & la projezione di M su CD, cosi
G ¢ la projeszione di M su CD,.

¢) Nel caso d’una clotoide la seconda formola (11) da p,= costante, vale a
dire che, se una circonferenza variabile si sviluppa sopra una clotoide, osculandola
costantemente, un suo punto descrive quella baricentrica della clotoide, che prende
origine nel punto d’ inflessione. E questa, diversamente enunciata, la proprieta tro-
vata nel § 6: vi si perviene piu direttamente, e con maggior precisione, utilizzando
le cose dette nel § 8. Infatti, dopo aver constatato che, se (M) & una clotoide, (M,)
¢ un circolo, si pud subito aggiungere che questo & il circolo osculatore in M, e si
costruisce poi il baricentro G portando sulla circonferenza, nel verso negativo, un
arco MG, lungo quanto la meta dell’arco MO di clotoide, o pure osservando che la
normale in G, alla circonferenza e la normale inflessionale della clotoide son pa-
rallele. i

d) Se p=ks" & I'equazione della curva (M), le (11) danno py=F%,s, * per
(M,). Si ritrovano cosi (2=0,1,—1) i risultati precedenti, e si vede inoltre che
per la costruzione dei baricentri d’una »*™ sviluppante di circolo occorre una
(2n+ 1) gviluppante. Similmente si trova che occorre un’asteroide per una ci-
cloide, una cicloide per un’epicicloide bicuspide, una cardioide per I'epicicloide stel-
lata del § 8; ecc. Pid generalmente, per ogni linea cicloidale occorre una linea ana-
loga, in modo che ad un vertice della linea fissa corrisponda una cuspide della
linea mobile.
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e) Le formole (10) e la seconda delle (11) fanno subito vedere che, quando
~la curva (M) & definita da una relazione omogeneq fra il raggio di curvatura e le
coordinate del baricentro, la stessa relazione fra il raggio di curvatura e le coordi-
nate d’un punto fisso definisce la corrispondente curva (M,). Ne segue, per esempio,
che alle curve studiate nell’applicazione (d) del § 6 corrispondono le spirali sinu-
soidi. Del resto, se si pone s*=2as, e p,=—at nelle (9), si ottiene appunto (cfr. III,
19) I'equazione delle spirali sinusoidi:

11 punto generatore della baricentrica & il polo stesso della spirale, perchd (III, 15)
solo nel polo si pud avere p,=—0. Il polo deve dunque appartenere, ed effettiva-
mente (III, 20) appartiene alla spirale per n>0.

11. Ognuna delle proprieta fin qui trovate per talune curve sussiste per
una curva qualunque, purchs si faccia variare convenientemente la densita
lungo la curva stessa. Se con o si rappresenta la massa deposta sull’arco
OM, alle formole (3) bisogna sostituire

= o, =T (13)

e queste, ponendovi

z y _a p ds
si riducono alle (12). Adunque, immaginando ripetute le considerazioni del
§ 9, si riesce sempre a costruire per ogni curva (M), e per una data distribu-
zione di massa, una curva (M), che nel suo sviluppo su (M), dilatandosi o
contraendosi intorno al punto di contatto in guisa da conservare con (M) un
contatto superiore, trascina con sé, nel moto e nella deformazione, il bari-
centro della massa distribuita lungo quell’arco di (M), che ha subito fin dal-

Vorigine il contatto della curva mobile. L’ equazione di questa si trova eli-
minando s fra le relazioni

as,= | agds , ap,=o0p . (149

Nei singoli casi I'interpretazione geometrica dei risultati cosi ottenuti for-
nisce una costruzione del baricentro, che conviene d’altronde ad una curva
qualunque, purch® si assuma per ¢ una speciale funzione di s.

12. Esempii: a) All’equazione intrinseca di qualunque curva si pud dar la for-
ma cp=a" prendendo p proporzionale alla derivata della curvatura. Allora la se-
conda formola (14) da p,—a, e perd son vere, per quella particolare distribuzione
di massa, le proprieta baricentriche della clotoide. Adunque un centro di similitu-
dine det circoli osculatori negli estremi di qualunque arco d'una curva qualun-
que ¢ baricentro d’una massa distribuita lungo U'arco con densita proporzionale
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alla variazione della curvatura. In particolare, se si prende c=a¢, si vede che
una curva a noi gia nota (I, 11, a) & caratterizzata dalla proprieta di aver sempre
in linea retta il baricentro di curvatura di qualunque arco ed i centri di curvatura
negli estremi dell’arco stesso.

&) Ogni modo di soddisfare alle (13) fornisce particolari costruzioni di bari-
centri. Ci limitiamo a segnalare quella che risulta dal porre

ow=—ay, , oy=a(x,s) (15)

nelle (13), le-quali si riducono cosi alle condizioni d’ immobilita ‘del punto (@,,¥,)
nel piano di (M), purché si abbia op —as. Si riconosce poi, come nel § 7, che il
detto punto & I'origine degli archi. Intanto dalle (15) e dalla condizione trovata si
deducs, eliminando o,

| 2%yt YYy=—ST=pY, .

Dunque, per qualunque curva, le perpendicolari abbassate da M e da C su OD
e su OM s'incontrano nel baricentro d’ una massa distribuita sull’ arco OM
con densitd proporzionale alla variazione del prodotio dell’arco per la curva-
tura. In particolare, se 8i considerano le curve p—=ks", si trova c=(n—1)agp, e

perd la costruzione precedente fornisce, per tali curve, il baricentro di curvatura.
1
Inoltre, se si osserva che, in questo caso, dalle (14) risulta p,=~%,s "", si vede

(11, 13, ¢) che la curva (M,) & una sviluppante di (M).

VII. ANALISI BARIGENTRICA.

1. La nozione di baricentro serve di base ad un elegante metodo di ana-
lisi geometrica, che noi non potremmo qui esporre per intero senza uscire dal
campo della pura geometria intrinseca; ci limiteremo pertanto a porne in
luce, per via di esercizii, alcuni fra i pilt semplici ed essenziali vincoli con
I’analisi intrinseca delle curve piane. Prima ricordiamo (VI, 1) che il bari-
centro M delle masse g, e p,, deposte nei punti A, ,A,, appartiene alla retta
AA,, ed & tale che

py MA, +py MA,=0 . (1)

Ad ogni coppia di valori di p, e p, corrisponde dunque, sulla retta, un punto
M, che corrisponde anche ad infinite altre coppie (i, ,), ottenute moltipli-
candone una per un numero arbitrario, giacch® in tal modo, infatti, non si
altera la (1). Orbene, per fare che un punto corrisponda ad una sola coppia
(184 ,14)» 81 conviene di porre p, + p,=1: 8i genera cosi l'intera retta mercd la
varia distribuzione della massa-unitd fra i punti fondamentali A, ,A,. Quan-
do M si allontana indefinitamente sulla retta, il rapporto delle sue distanze
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ai punti fondamentali tende all'unité, e per la (1) si vede che Veguaglianza
1 +1p,=0 tende ad esser vera. Noi, per abbreviare, diremo che si ha p,+p,=0
nel punto all’ infinito. Se N @ il punto individuato da masse proporzionali a
—s, © by, 12 (1) mostra che (MNA,A,)=—1, vale a dire che N ¢ il conju-
gato armonico di M rispetto ai punti fondamentali. Cosi ci spieghiamo nuo-
vamente come, essendo p, —pn,=0 nel punto medio di A,A,, conjugato del
punto all’infinito, si possa ben dire che all’infinito si ha p, 4 p,=0.

2. Analogamente, se A,,A,,A, sono i vertici d’ ua triangolo non nullo
(disposti nell'ordine in cui sono incontrati da un punto che percorre il pe-
rimetro del triangolo lasciando 1’area a sinistra), dalla massa-unitd, va-
riamente distribuita fra i tre vertici, nasce una doppia infinitd di terne
di masse p, ,p,,p5, © da ciascuna terna un punto (baricentro), che si puo
costruire dividendo A,A, nel rapporto p,:p,, in L, poi A,L nel rapporto
(1 + 1) : 1. Inversamente ad ogni punto del piano corrisponde una terna di
valori py,p,py (coordinate baricentriche del punto), tali che

Byt ps=1, ®@

e ne corrisponde una sola, perché, se la retta A,M divide A,A,, in L, nel rap-
porto %, e se M divide A,L nel rapporto %', si pud sempre, ed in un sol modo,
soddisfare alla (2) ed alle condizioni

pe=hpy , patp,=kp, . ®

Per quest’ultima, col tendere di &' a —1, si vede che, quando M s¢ allontana
indefinitamente, Uequazione

Pyt py+py=0 “)
tende ad essere verificata.

8. Retta. Se si tien presente la (2), le formole (1) del precedente capi-
tolo diventano
PETNE SRS SN R e e ()]

e perd le relazioni lineari fra le coordinate cartesiane z ed y si possono tra-
sformare in relazioni lineari ed omogenee fra le coordinate baricentriche; e
viceversa, data una siffatta relazione, si potrd sempre trasformarla in una
relazione lineare fra le coordinate cartesiane mercs le formole
@’y = (Y, —¥Ys) & — (% — x3) Y + (B4, —@3Y,) » eCC. , (6)
che si ottengono risolvendo le equazioni (2) e (5) rispetto alle p, e rappresen-
tando con a® il doppio dell’area del triangolo fondamentale:
at=|1 @ y,|- @)
1 Ty Y.
1 @y Ys
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A dunque ogni equazione lineare fra le coordinate baricentriche rappresenta
una retta. Per esempio, fissato %, la prima equazione (3) rappresenta la retta
che per A, va a dividere A A, nel rapporto &. Similmente la seconda egua-
glianza (3),in cui si suppone costante &', & 'equazione d'una parallela al lato
ALA,. Tale equazione si pud anche scrivere, in forma non omogenea, p., = co-
stante, e si riconosce cosi che, quando un punto si sposta parallelamente ad
un lato del triangolo fondamentale, non varia la coordinata baricentrica re-
lativa al vertice opposto. In particolare 1'equazione del lato opposto ad A, &
p; =—0. Finalmente si pud dire che Pequasione (4) rappresenta la retta all’in-
finito. Cid permette di scrivere subito la condizione di parallelismo di due
rette

gty + Galty + gy =0, By, + Byhty + B, =0 . @®

Affinché queste concorrano, con una terza, in un punto, occorre e basta che
sia nullo il determinante formato dai coefficienti delle tre equazioni, perché
appunto questa & la condizione necessaria e sufficiente per 1'esistenza di va-
lori non tutti nulli delle p, soddisfacenti al sistema delle tre equazioni. Cio
premesso, dire che due rette son parallele equivale a dire che concorrono
sulla retta all’infinito, e perd la condisione del parallelismo si esprime po-
nendo uguale a zero il determinante del sistema costituito dalle equazioni
4) ed (8):

1 &y B |=0. (9
1 oy Be
1 Oy Bs

4. Distanza di due punti. Siano dy,,3y,, 3, le variazioni che su-
biscono le coordinate baricentriche quando si passa da M ad un altro punto
qualsiasi M, e si cerchi di calcolare la distanza R dei due punti. Siano a,,
‘Gy , B4 16 lunghezze dei lati del triangolo. Se il segmento MM’ fosse parallelo
ad un lato, per esempio ad A,A,, la sua lunghezza sarebbe espressa, anche
nel segno, da a,3p, o pure da — a,3y,, come risulta facilmente dalla simili-
tudine dei triangoli A,MM’, A, LL’. Comunque siano situati M ed M, si consi-
deri il punto d'incontro M” delle parallele condotte per M ed M’ ai lati A,A,
ed A,A,. Evidentemente le coordinate di M" sono p, — 8, , .+ 8, 24, € perd
due lati del triangolo MM'M"” hanno le lunghezze a,3, ¢ — a,dp,. Se poi si
osserva che 'angolo opposto al lato R & uguale all’angolo A,, si ha

R'=a,’(3p,)* + a,’(1,)* + (a,* 4 a* —a,*)dp, B,
ciod, essendo dp, -+ By 4 Sry =0,
R*=—(a,*d,3p, -+ a, 3,0, 4 a4, 5. Bps,) . (10)

In particolare, quando i due punti sono infinitamente vicini, il quadrato della
loro distanza & :
ds* = — (@, dpydps, + a,’dppydp, + ag’dpdp,) . an
12
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5. Ora siamo in grado di trovare anche la condizione di perpendicolarita
di due rette: sian queste le (8), sulle quali prenderemo i punti P e Q, fuori
del punto d’incontro M. Rappresentiamo con lettere ¢ ed v le variazioni
delle coordinate nel passaggio da M a P ed a Q. Evidentemente le € e le q
soddisfano alle (8), ed inoltre, perché sussiste in oguni punto la (2), si ha

g tet+e=0 , w-+n-t0=0.
Ne segue
B & & , MW " M5 (12)
Ug— O GHy— & Oy — Gy Bs—B;s Bs—EB Bu Bz

Cio premesso, 8i applichi la formola (10) alle distanze MP,MQ, PQ, nella re-

lazione (PQ)*=(MP)* (MQ)? necessaria e sufficiente per la perpendicola-
rita. Si ottiene

a(e,— My (e3—Mg) 4+ =aeeg + -+ a0+ -

ciod
a,*(egMs + €31,) 1 a57(e5M, 1 €,M,) + a5’ (e, - €0,) =0, (13)

dove alle ¢ ed alle 7 si debbono sostituire le quantita proporzionali (12).

6. Coppie di rette. Moltiplicando fra loro le (8) si trova un’ equaznone
quadratica

Neymp, =0, (14)
6HJ

a discriminante nullo, che dev’ essere sempre soddisfatta sulle due rette, e
mai fuori di esse. Inversamente, data un’equazione (14), ¢l cu: discriminante

A=ley ¢y €

sia nullo, si sa dall’algebra che I'equazione stessa é scomponibile in due
equazioni lineari, e rappresenta percid una coppia di rette. A quale altra
condizione debbono soddisfare i coefficienti affinché le rette siano parallele
o perpendicolari ¢ Se si osserva che

¢ ==2aB, , cpy=aB;-} a8, , ecc,
e che, per conseguenza, &M, + €50, & proporzionale a
(&, — ) (B, — Bs) + (2, — 5) (B — Bo) =€)y — iy — €13+ 3 »
si vede subito, sostituendo in (18), che la condizione di perpendicolarita &
(a'—a —at) ey +(a  ag*—a,’) ey +(a'—a,*—a’) e,
- +ac,, Fa.2cyy+as*ci;3=0. (15)

Similmente, per esprimere che le rette sono parallele, si consideri il determi-
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nante &, primo membro di (9), ¢ si osservi che

—¥=|1 a B, |.|1 B & |=|l4¢, ldec, l4ec,],
1 a B 1 B o ltcy 14cg 1+4cy
i1 ay By 1 By & Ltey 1d-cyy 14y

cioé, rappresentando con ¢ la somma dei complementi algebribi di tuttigli
elementi di A, ,
—d¥=ct+A=0c.

Dunque la condizione di parallelismo & o=0. Inoltre, data la (14) a coeffi-
cienti reali, si vede che le rette sono reali o immaginarie secondo che c<<0
o o> 0.

7. Bsempii: a) Sia p,—Ap, ’equazione della perpendicolare abbassata da A,
sul lato opposto. Si determina % esprimendo che per la coppia di rette p,py=kp,u,
¢ soddisfalta la condizione (15), e si trova cosi che I'equazione della retta conside-
rata &

(@' +a,*—a)p,=(a,* +a,'—at)y, .

Dunque le perpendicolari abbassate dai vertici d’un triangolo sui lati-opposti con-

corrono in un punto (ortocentro) definito da coordinate inversamente proporzionali
alle quantita

1 2 2 3 1 3 e 2 1
a’'+a’—a’ , al+a’—a,} , a’tat—ay’ .

&) Una coppia di rette che da A, va a dividere armonicamente il lato oppo-
sto & rappresentata, per le cose dette in fine del § 1, dall’equazione p>==A*p,>
Se si vuole che tali rette siano le bisettrici dell’ angolo A,, bisogna determi-
nare & in modo che sia soddisfatta la condizione (15), ciod dev’essere a,®==kA%a,*.
Le tre coppie di bisettrici degli angoli del triangolo fondamentale sono dunque rap-
presentate dalle equazioni

e perd s’ incontrano nei quattro punti che hanno le coordinate baricentriche pro-
porzionali, in valore assolato, ad a,,a,,a;. In particolare le tre bisettrici in-
terne concorrono nel punto (centro del circolo iscritto) definito dalle coordinate

— a = —— ,,,3—___1’_8_
p"—a,-}-a,—{—aa ' a +a,+a ! a,+a,+a,

¢) Per sapere in qual punto la retta a,p, 4 oz, + o3y =0 incontra il
lato A,A, bisogna porre ., =0, ed allora p., e p, sono determinate dalle equazioni
i+ Pa=1, 04ty + atgpg =0. A quest’ultima si deve sostituire o, — ayp, =0 se
si vnole invece il conjugato armonico del punto d’incontro, rispetto alla coppia
A,A,. Ne segue che il punto P, definito dalle uguaglianze ap,=oyp=0p,, & tale
che ciascun lato del triangolo & diviso armonicamente dalla retta che congiunge P
al vertice opposto e dalla retta considerata. Il punto P si chiama polo trilineare
della retta, e viceversa questa ¢ la polare trilineare di P. Se c,,c,,c4 s0n0 le coor-
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dinate baricentriche d’un punto qualunque, 1'equazione baricentrica della sua po-
lare trilineare &

Po o Pa B3
¢ +c—s-+c: =0.

In particolizre si noti che la retta all'inﬁnito. ha il polo trilineare nel punto ¢, =
Cy=Cy=g & questo il punto in cui concorrono le mediane, e che si chiama sem-

plicemente baricentro del triangolo.

8. Coniche. La sostituzione dei valori (5) nell’equazione cartesiana di
una conica (III, 1) produce fra le coordinate baricentriche una relazione qua-
dratica, che si pud sempre rendere omogenea mercd la (2). Inversamente ogni
equazione (14) si cambia, col sostituirvi i valori (6), in un’ equazione del se-
condo grado fra z ed y, e rappresenta percid una conica, che degenera in una
coppia di rette quando fra i coeflicienti intercede il vincolo A=0. Qualunque
sia il valore di A, osserviamo che ’equazione ottenuta ponendo c(p, -+, %3)*
nel secondo membro di (14) rappresenta, per ciascun valore di ¢, una conica.
Le coniche corrispondenti agli infiniti valori di ¢ si comportano all’infinito
come la conica (14), giacchs all'infinito tende ad esser vera la (4). Esse hanuno
dunque gli assintoti paralleli, e perd, per conoscere una coppia di rette paral-
lele agli assintoti della conica (14), bastera indagare se a qualche valore di
¢ corrisponde una conica degenere. Intanto si osservi che, per un valore qua-
lunque di ¢, il discriminante &

’
A=|cy—c c¢y—c ey—c|=A—co.
Cyy—C  Cyq—C  Cyy—C

Cy=—C  Cy—C  Cyuy—C

La somma o’ dei complementi algebrici degli elementi di A’ & indipendente
da ¢, perché, se immaginiamo che si ritorni da A’ a A aggiungendo ¢ a tutti
gli elementi di A’, troviamo, applicando I'ultima formola,

A=A+ cod'=A+c(c'—0) ; quindi o'=c.

Cid premesso, se azo, al valore c=A:o corrisponderad una coppia di rette,
parallele agli assintoti della conica (14), o coincidenti con essi; e per 1'osser-
vazione finale del precedente paragrafo si potra affermare che la detta co-
nica ¢ un’ellisse o un’iperbole secondo che >0 0 0 <0. Se i coeflicienti
si fanno variare in modo che o tenda a zero, le due rette tendono a diventar
parallele, e perd la condizione c=0 caratterizza la parabola, giacché que-
sta & (III, 2) la sola conica che all’infinito si comporti come una coppia di
rette parallele (coincidenti): quando poi insieme a o si annulla A, la para-
bola degenera in una coppia di rette parallele. L' iperbole equilatera si ca-
ratterizza esprimendo che ha gli assintoti ortogonali, ciod scrivendo la con-
dizione (15), non per le ¢;;, ma per le ¢;;—c¢. Nel fare tale sostituzione si
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vede subito che ¢ sparisce, e si riconosce cosi che la stessa (15) & necessa-
ria e sufficiente perché Vequasione (14) rappresenti un'sperbole equilatera.

9. Tangente e normale, pol e polari, centro ed assintoti,
Polo di omologia: a) Siccome la tangente ad una curva f(js,.py, ) =0
nel punto (v,,v,,v,) si pud considerare come determinata da questo punto e
dal punto infinitamente vicino (v,+dv, ,v,4- dv,,v,+ dv,) sulla curva, & chiaro
che la sua equazione &

[ v, dv, | =0, (16)

Py Y3 dv,

dove, essendo f(v,,v,,v,)=0, & pure
Y A
D—v'-dv,—}-gv—:dv,-{—b%dv,:o , dv,tdvydvy=0 .

Ne segue che v,dv;— vydv, & proporzionale a
f O UN\_r o .
Ve DT,—DT,)—%((II—D—V_,)—DT, ( D ’bv + v, ) H
quindi la (16) diventa
(e + (e — "a) + (rs— “a) =0.

l
Si stabilisce poi I’ equazione della normale applicando la condizione (13).
Quando la funzione f & omogenea, 1’equazione della tangente si riduce, in
virtl del noto teorema di Eulero, alla forma pii semplice

.b,+f bfo

e questa, nel caso delle coniche, diventa
e my, =0 . . an
1,4

b) La relazione (17) si traduce geometricamente, per la sua bilinea-
rith, in una corrispondenza notevolissima fra i punti e le rette del piano.
Quando si fissano le v, senza supporre che (v,,v,,v,) sia un punto della coni-
ca, la detta equazione rappresenta una retta, che si chiama polare del pun-
to (v,,v4,V,) rispetto alla conica (14), ed il punto si chiama polo di quella
retta. Ora se in (17) si fissano invece per le p valori qualunque, le v vengono
a soddisfare appunto all'equazione della polare di (i, ,, %), © perd ¢ poli di
tutle le rette che passano per un punto stanno sulla polare di questo punto.
Ne segue che le polari di due punti P e P’ s’incontrano nel polo di PP'. Se,
per esempio, i vertici d’un triangolo sono i poli dei lati d’un altro triangolo,
i lati del primo sono le polari dei vertici del secondo. Due siffatti triangoli
diconsi conjugati fra loro rispetto alla conica. Ponendo per le v successiva-
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mente le coordinate dei vertici del triangolo fondamentale si vede che le e-
.quazioni dei lati del triangolo conjugato, rispetto alla conica (14), sono

CygbhyCoatrgtCialg=0 , Cg 8y F-CagltgtCaghta=0 , CyyltyF-Caq ity tCan t5=0 . (18)

Queste si riducono alle equazioni dei lati quando in (14) mancano i termini
rettangoli. Allora il triangolo & conjugato a sé stesso, e la conica si dice con-
Jjugata al triangolo. Adunque le infinite coniche rappresentate dall’equa-
zione
Cyity - Cgpry’ + Capry® =0

sono tali che ciascun lato del triangolo fondamentale & la polare del vertice
opposto. Per p, =0 si trovano valori del rapporto p,:p,, uguali soltanto in
valore assoluto. Dunque, per I'osservazione finale del § 1, ogni conica conju-
gata ad un triangolo ne divide armonicamente s lati. Segue da cid6 che qua-
lunque segmento rettilineo, con un estremo in P e I'altro sulla polare di P
rispetto ad una conica, & diviso armonicamente dalla conica stessa. Basta
infatti, per convincersene, assumere come vertici del triangolo fondamentale
il punto P, il punto d’incontro P’ della polare di P con la retta che si consi-
dera, ed il polo di PP'. In altri termini, la polare d’un punto P rispetto ad
una conica @ il luogo dei conjugati armonici di P in tutle le corde determst-
nate dalla conica sulle rette uscenti da P.

¢) In particolare, se si osserva (¢fr. 111, 3) che, su ciascun diametro,
il conjugato armonico del centro sta all’infinito, si vede che il centro d’ una
conica ¢ 1l polo della retia all’infinito. Dunque, se v,,v,,v, s0no le coordinate
del centro, I’ equazione (17) deve ridursi alla (4), e perd si deve avere

CaVy FCyaVa - Cig¥a==Cq ¥y 1 CoaVs 1 CagVs==Cy¥; +CopVp F-C5a¥5 - (19)

Se ¢ & il comune valore di queste tre quantitd, si pud anche scrivere, in virta

di (2),
(ciy— I+ (Cia— g+ (cis—)vs =0,

per +=1,2,3. Affinch® questo sistema sia soddisfatto da valori non tutti
nulli delle v, occorre e basta che sia nullo il suo determinante (A—ca), cioé
che si abbia ¢=A:c. Intanto, se con o; si rappresenta la somma dei comple-
menti algebrici degli elementi dalla ¢™ linea di A, si ha sempre

€0+ 0+ 0y =A4 ,

e cid permette di veder subito che alle precedenti equazioni si soddisfa pren-
dendo

c c
v= —c‘— R v,=.;’ y Vg=—2 ¢ (20)
son queste le coordinate del centro. Quanto agli assintoti, gia si & visto (§ 8)

che son paralleli alle rette della coppia

A
zciﬂ"d"jz' 5

irJ
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e per dimostrare che guesta ¢ appunto U equasione complessiva degli assin-
toti, basta far vedere che la soddisfano i valori (20). Orbene si ha

A

1 1
Seiv,= ;hzjc‘,a,a, =5 ‘20‘A=? .

Y
Ed ora siamo finalmente in grado di affermare che I’ equazione (14), quando
nel secondo membro si pone ¢ al posto di zero, rappresenta, al variare di ¢,
le infinite coniche assintotiche ad una stessa coppia di rette.

d) Ponendo p,=—0 nella ™ equazione (18) si ottiene un punto, le cui
coordinate soddisfano all’equazione

Py Py Mg
By bty 21
: c,,+c,, +cu @)

indipendente da z. Dunque sulla retta (21) ciascun lato del triangolo fonda-
mentale incontra il corrispondente lato del triangolo conjugato, e perd due
triangoli conjugali rispetto ad una conica sono omologics, e 1’'asse di omo-
logia & rappresentato dall’equazione (21). Il fatto dell’omologia si pud anche
stabilire considerando i vertici. Il sistema costituito dalle equazioni (18),
quando in luogo della ™ si pone la (2), definisce quel vertice del triangolo
fondamentale, che corrisponde ad A;. Ne segue che le coordinate di tale ver-
tice sono proporzionali a ¥;,,Y;s.Tss 86 CON Y;; 8i rappresenta il complemento
algebrico di ¢, in A. Dunque le equazioni delle rette che congiungono i ver-
tici corrispondenti dei due triangoli sono

Pa¥is=PaY1s 5 PaVar=FYes » PyY3a=lheY3y »

e perd tali rette concorrono nel punto (centro di omologia) definito dalle u-
guaglianze
PaYaa=PaTas = MqYse - (22)

Per brevitd questo punto si chiama polo di omologia della conica rispetto
al triangolo che s§ considera.

10. Esempii: a) Affinchd M (., ,p,, ;) sia il polo trilineare d’una retta che

passa per un dato punto P (¢,,c,,¢;) occorre e basta (§ 7, ¢) che sia soddisfatta
la condizione

€, C, Cg
A4p2yp 39,
Py + Py Ps
ciod che si abbia
Cyholhy -+ Ca gty + Copy ity =0 . (23)

Questa & I'equazione piui generale d'una conica circoscritta al triangolo fondamen-
tale, perche, se 8i vuole che la (14) sia soddisfatta dalle coordinate di A;, si deve
porre c¢;=0. Adunque, se una retta gira intorno ad uno dei suoi punti, :Z suo polo
trilineare rispetto ad un triangolo descrive una conica circoscritia al trian-
golo stesso. Se poi si applicano le (22) si vede che P & il polo di omologia della
conica. Applicando invece le (20) si trova che il centro Q della conica & deflnito
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da coordinate v, ,v,,v,, proporzionali a

eegtcs—e) , clegte,—c,) 5 eyl tey—0y) -
Si osservi intanto che

CaVatCo¥y=Cyv, + vy ==Covy+Cp; (24)

come, del resto, risulta immediatamente dalle stesse (19). Le ultime relazioni, per
la loro simmetria, pongono in luce il vincolo di reciprocita esistente fra P e Q. Ne
segue che le coniche circoscritte ad un triangolo si possono associare per coppie
tali che, in ogni coppia, una qualunque delle due coniche ¢ ¢l luogo de¢ pol: tri-
lineari dei diametr: dell’altra. Le due coniche coincidono quando il centro cade
nel baricentro (§ 7, c) del triangolo. Se poi si vuole che la conica circoscritta - sia
un’iperbole equilatera, si deve esprimere che la condizione (15) & soddisfatta dai
coefficienti dell’equazione, vale a dire che si ha

(a5’ -+ a'—al)e, + (@' + 8,° —a,')cy +(a,* +a," —a,7)e; =0 .

Questa eguaglianza ci dice che il polo di omologia sta sulla polare trilineare del-
I'ortocentro (§ 7, a), e perd nell’ortocentro concorrono tutte le iperboli equila-
teve circoscritte,

) Perche la conica (14) sia inscritia al triangolo fondamentale bisogna
che ponendo, per esempio, p, =0 nell’equazione (14), I’ eguaglianza cosi ottenuta,
Ci08 Cyqfhy® - Caglts® 4 2¢4g 1ty 103 =0, abbia le radici vguali. Dunque, chiamati ¢, ,
Cq+Cy i valori dei coefficienti cgy,Cyy4Cyqy 8i dOVFA BVEre € c;==0,CsyCqq, © per
conseguenza, se si ha cura di evitare I’annullamento del discriminante, si vede che
CLy==—10,C,C;, Vale a dire che una conica inscritta é rappresentata dall’equazione

N Y Y Y ..
N +cs’ +cs’ 2 CyCs 2 CaCy 2 X 0

ulteriormente riducibile alla forma semplicissima

VEY/% 4 B,

che include quattro equazioni secondo i segni che si attribuiscono ai radicali. Dalle
(22) si deduce facilmente che ¢, ,c,,c; sono proporzionali alle coordinate del polo
di omologia, e le (20) mostrano che il centro & definito da coordinate proporzionali
a c,(cy1c3)s¢4(cs+¢y) ye5(c, +¢c,). Ora & facile rispondere alla questione: qual'é
il luogo dei poli di omologia delle parabole inscritte o circoscritte ad un trian-
golo# Nell'uno o nell’altro caso le coordinate del polo di omologia debbono essere
tali che risulti uguale a zero la somma delle coordinate del centro, e pero si deve
avere
0yt tCsCt 6 =0 0 el+el+ e — 240, — 2050, —20,0,=0 ,

ciod i poli debbono appartenere a quella, fra le ellissi circoscritte o inscritte, che
ba il centro (ed il polo di omologia) nel baricentro del triangolo.

¢) L’ equazione del circolo circoscritto si deduce facilmente dalla formola
(10), che da

a2 (18g—Ys) (145 = Va) 33> (13—Vs) (14y—,) -+’ (By—v,) (14—v4) +-R*'=0 . (25)




Basta osservare che questa equazione deve ridursi alla forma (23), per ottenere
subito
a3y + a5 =a, +a v =av,+a’, ,

e per concludere dal paragone con (24) che il polo di omologia & definito da coor-
dinate proporzionali ai quadrati dei lati corrispondenti: un tal punto da molti &
chiamato punto di Lemoine. Intanto, poichd I'equazione del circolo circoscritto
deve ridursi alla forma

A TR A TN SR TRTRE S U

si vede, anche senza piu servirsi della (25), ma richiamando la nota relazione

4a*=2asa+2aa*4- 202, —at—at—a,t

=(a, 1+ ay+ay) (—a,+ a8, a,) (a,—a,+a5) (4, + a,—a;) ,

che le coordinate del centro del circolo circoscritto sono date dalle formole
4a'v,=a,’(a,'+as’—a,?) , 4da'v,=a,*(a’+a,*—a,’) , 4a'v;=0a(a,}+a,'—a,?).
Ora la (25) da

—Va3 3 %4939

R=Va (s + povy) ++o- — a, vy, — - - = Togt

Quanto al circolo inscritto, poiché (§ 7, &) le coordinate del centro sono proporzio-
nali ad a, ,a,,a,, & facile dedurne che quelle (c,,c,,c;) del polo di omologia sono

inversamente proporzionali ad a,+-a; —a, ,a,-}-a, —a,,a, | a,—a,, e con cid
si pud immediatamente scrivere I'equazione del detto circolo.

11. Ora prendiamo i soliti assi mobili, cioé la tangente e la normale in
un punto d’ una curva qualunque, e ricordiamo che le coordinate di ciascun
vertice A; del triangolo fondamentale soddisfano alle condizioni d’immo-
bilita

ds  p ' ds p
Se 44,14, 8000 le coordinate baricentriche dell’ origine mobile, le (6) di-
ventano

AP, =Yy —TgYy , AP XY, — XYy s AP T=RY, — DY, ,  (206)
e derivandole se ne trae subito, mercé le precedenti condizioni,

dp, _Ya—Ys dl"a_ys__y_a dps Y, —Ys .
Eoad e @ & @ @D
quindi
@, dpy + @ydpy + @ dpy=ds , y,dp, +yydp,+ydp,=0 . (28)
Cid premesso, per calcolare la lunghezza dell’ arco elementare, faremo uso
dell’identita

hohy(0gBy — 0 84)* + Rk (0038, — 00,B;)" -+ A iRy, By — 2B, =
=kot Jh? — (ko) (29)
che ci servira anche in seguito, e che risulta immediatamente dalla molti-
13
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plicazione delle matrici
Ly oy oy ko, ko, ko,

1B B B kB kB, kB,
Per a,=1, B;=uw;, k;=dp;, se si osserva la prima eguaglianza (28), I’ iden-
tita (29) diventa

(3 — @) iy (23—, 'dpgdiy, + (2, — ;) 'dp,dpy == —da® .
Se invece le 3 si pongono uguali alle y, e se si tien conto della seconda u-
guaglianza (28), si ottiene
(%2 — ya)dpdipy + (Y5 — y.) gy - (3, — ¥)dppydpy =0

8i ritrova poi, sommando, la formola (11).

1)

12. Altrettanto facile & il calcolo della curvatura. Derivando le (27) si
ottiens, in virtu delle condizioni d’ immobilita,
d’p, Xy — Ty dpy_ 2—2, d’p, _“'s
Hs’—':—_a’»p‘ ’ ds’._—T 7 - (30)
D’altra parte, se si prende il reciproco del determinante (7), si trova, tenen-
do presenti le (26),
a'=|p, Ly — Xy Yo—Y3 | s
Iy T3— Xy Yi—Y,
B3 &y — Ty Yi— Y,
quindi, sostituendo nel secondo membro i valori (27) e (30), si perviene alla

formola
1 - dpy d’p,

=gt hagl S 31
P S LR ds* G
dp, d’i"a
Pa G5 Tast
dp,  dp,
B Us ast

Riesce ora facile la determinazione intrinseca di qualunque curva rappre-
sentata da un'equazione baricentrica. Questa costituisce con (2) un sistema,
che permette di esprimere le 1 in funzione d’una sola variabile indipendente
t. Orbene, se si utilizzano le formole (11) e (31), si vede che, note le funzioni

— ay dp., dy, , ‘_’3 ‘_jl"_s dp’l a; fip., d”'!)
®= ‘/ a’ G Tatde de Tadde de (32)
— dp, d’p.,
=M @ as |
[ {1!’:’ _d_.’”'z.
2 dt do
apy,  dpy
I Y
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1’ equazione intrinseca della curva considerata risultera dall’ eliminazione di
t fra le uguaglianze
s=a | xdt = (33)
= y P= W‘ .

Si noti che, grazie alla (2), il determinante wronskiano si pud scrivere pit
semplicemente cosi:

w T Py dpyd'p,  dpy dp,  dp, dlpy _ dp, dp, i dpy

didt T dt df T dr df T dt df T dt df T de di - (84

Si facilita spesso il calcolo di W osservando che, se le p sono soltanto pro-
porzionali (non uguali) alle coordinate baricentriche, ed hanno, per conse-
guenza, una somma kz 1, il loro wronskiano ha il valore A*W.

13. Data la curva mediante 1'equazione f(p.,,t4,it;) =0, si trovano subito
tre guantita proporzionali ai differenziali delle p, giacché si ha

dp, + dp, +-dp,=0 brd:“l'af‘, ’+D dpa=0 ,

dove, nelle differenziazioni parziali rispetto alle p, queste variabili s'inten-
dono momentaneamente sciolte dal vincolo (2). D' altra parte il coefficiente
di proporzionaliti dipende dalla scelta della variabile indipendente ¢, e perod
si pud sempre determinar questa in guisa che sia

e, _ O O dn. of Of dp,_ Of Of

W Oy e O Oy Ao oy )
Dopo cit la formola (32) diventa

ool
tla—ap— )bf of (- A AT S AL i

Dp ¢, op, 0ty
Similmente, se si sostltmscono i valori (35) in una delle (31), si ottiene

W:(N Df) d'p, _(b/‘ Df) -d_'p.,.__z of dy,

s O,/ di op, Op,/ di* &y dr
e se nei calcoli 8’ introduce I'operazione
d __dp, 0 dpy O dpy D

dt — de p, + de dp, ' de oy’ (36)

si pud anche scrivere

de4d dp, @ 217 dedp,

de bp,dt T

Finalmente, se si osserva che l'operaznone (36) ripetuta da

zdu. dy,
de dt Dp.

dl‘
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si ottiene

N\ O dwdy 37
W= ‘sz.,bp.j de dt S

14. L'ultima formola, quando vi si sostituiscono i valori (35), fa conosce-
re W in funzione delle derivate parziali prime e seconde di f rispetto alle p.
Essa si semplifica notevolmente quando la funzione f & omogenea: basta far-
ne scomparire le derivate prime mediante le note relazioni euleriane

o r
(”—l)b—p;=;ﬂjm ’ (38)

in cui # & il grado di f. Se inoltre si moltiplicano per (n—1)" i due membri
di (37), si riconosce facilmente che il secondo si scinde in

o*f
2 — —_— of
(p'l + p'i+ l’-a) H ag bp.‘bp., Bibks

dove o rappresenta la somma dei complementi algebrici di tutti gli elementi
del determinante H, hessiano di f rispetto alle p.. Intanto per le stesse (38)
si ha

2
2-'/‘_!%1"1:”(” —Df (g 1419 =0

Dunque
. (n—1)'W=H .

Cosi, finalmente, 1a seconda formola (33)-da

(n—1)" f R i
—;;P_— (b}l,) +. +(a| —al —ay )b bp'3+ ]
’ ¥ ¥ ¥f

T wdw pdm ©9)
N a r Y i
Omady Oy’ Dpgdity |
L R 4
L opgdp, Ondp,  Opy’
15. Applicazione alle coniche. Per le coniche si ha
n—=—2 f=120 Ty _'b’_f=c‘ H=—A :
4 2‘“‘ L2 Rl L% Dp.‘bp., (52 ’
quindi la (39) prende la forma .
H
p= ::—A ) (40)

in cui la funzione

—ar (XY of of
b =aq, (DE)+'..+(H”—a”—a”)—DED_p.;
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é un’alira forma quadratica. Il discriminante di tale forma differisce solo per
un fattore A? dal determinante

a} 'Is(a’ —a,*—a)?) /(2 —a—a?)
s(ay’ —a,*—a,t) a,’ fs(a—a,—ay)
fy(al=al—a?) ‘[y(a—a—ay’) ay’

Questo @ nullo, perché nulla & la somma degli elementi di qualunque linea. Con un
calcolo facile si trova poi che la somma dei complementi algebrici di tutti gli ele-
menti & 9a*. Dunque (§ 6) I'equazione ®—=0 rappresenta una coppia di rette im-
maginarie. Si deve poi notare che queste rette sono diametri della conica, perche
nel centro si ha (¢fr. 9, ¢)

O _df__9f

oy Opy Opy
Si considerino intanto, insieme alla prima conica, tutte quelle che hanno i mede-
simi assintoti, e che sono rappresentate, come si sa (9, ¢), dall’equazione f="1/,c.
Per esse da ogni c,, si deve sottrarre c: cosi ogni derivata parziale prima di 1 di-
minuisce di ¢, e si riconosce subito che cid non altera la funzione ®. E poich?, da
un'altra parte, questa funzione non pud annullarsi insieme ad f se non quando si
annaulla p, si arriva alla conclusione che tutte le coniche assintotiche ad una data
coppia di rette hanno le cuspidi su due comuni diametri immaginarii. Un’altra
interpretazione di @ risulta dalla seguente osservazione. Se in (40) si fissa ad ar-

d—=0.

,

2
bitrio il valore di p, 'equazione che si ottiene, ®=(a’pA)3, rappresenta una conica,
che incontra la conica data in quattro punti, nei quali p assume il valore prescrit-
to. Le coniche corrispondenti agli infiniti valori di p sono ellissi concentriche: i
loro assintoti sono appunto le rette $=0.

16. Curve triangolari simmetriche. Le curve definite dall’equa-
zione . n
Cypy" F oty + Calty” =0 (41)

chiamate friangolars simmetriche da La Gournerie, sono molto interes-
santi perché comprendono le coniche nelle principali loro situazioni rispetto
al triangolo fondamentale. Infatti per n=2 si trova (9, b; 10, @, b) una conica

conjugata al triangolo, per n=—1 una conica circoscritia, per n=% una
conica #mscritta. La derivazione dell’equazione (41) da, in virta delle (27),

Cupy " W — Yt Caby" T s —¥)) - Cats ™ (Y —ya) =0 . (42)
Dunque ¢,p,""", cape™ ", €3it5"~" s0NO rispettivamente proporzionali a

P(¥s — Ye) — oY — Y1) = (B + 1) Y0 — (1a¥s -+ Ba¥a) =¥y »
ad y, e ad y, Cid premesso si ottiene, derivando (42),

T ) (TN (A S B
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1 _n—-lry, . . 43
— = [ Ys—Ya)* e .] . (43)
dopo avere osservato che, per la formola (7),

(wy— a3y, + (B — 2)Yy + (2, — @)y, = —a* .
Ora utilizziamo I'identita (29) ponendovi a=1,B=y,ky =p. Evidentemente

2/«,@:2;;,:1 ’ 2";5:’-_—'2!"(!/;':0-
; § i ]

cioé

Dunque

Palts 0 \e g Baly 1y Pils y)r=—1;

v ’ya(y. ya'+ vy, (Ys—y )+ V.9 (¥, —
poi, sostituendo in (43),

— a' Pl (44)
n—1 Y99,

Qui si osservi che, se due curve (41), corrispondenti a due valori # ed %” del-
I’ esponente, si toccano in un punto, le loro curvature in questo punto si de-
ducono subito ’una dall’altra, perchd, come ha osservato Jamet, la (44) da

(n—Np=(n"—1)".

17. Per costruire I'espressione (44) & utile adoperare le coordinate po-
lari (r,,0,) dei vertici A;. Si ha y,=r;sen6,, e le formole (26) danno anche
a’p, = —r,78en (6, — 0,), ecc.; poi, limitandosi al caso di 8= — 1, la formola

(44) diventa -
Ty sen(6, — 0,)sen(0,— 6,)sen(0, —0,)

2a* senf,senf,senf,
Con questa Fouret ha potuto facilmente, dopo Chasles e Mannheim, ri-
solvere il problema: costruire il cenlro di curvatura in un punio M d'una
conica, conoscendo tre punti della curva e la tangente in M. Se invece dei
tre punti si danno tre tangenti, il problema analogo & immediatamente ri-

ducibile al precedente. Infatti per n—=—1 ed n'=—;— il teorema di Jamet da

dp=y¢', vale a dire che se, di due coniche tangenti, una & circoscritta e Val-
tra inscritta ad uno stesso triangolo, la curvatura della prima é quadrupla
di quella della seconda nel punto di contatto. E se si considera anche il caso
di n=2, si trova che, se C,C’,C" sono, in un punto M, i centri di curvatura
di tre coniche che in M si toccano, e se la prima & circoscritta, la seconda
inscritta, la terza conjugata ad un dato triangolo, C” ¢ il simmetrico, ri-
spetto ad M, del punto medio di MC', come C ¢ il simmetrico del punto medio
di MC".

18. Curve anarmoniche. Cosi, seguendo Halphen, si chiamano
le curve per le quali ¢ costante il rapporto anarmonico della quaterna co-
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stiluita da un punto M e dai punti d’incontro della tangente in M con tre
7 etle fisse. Se queste, che si prendono come lati del triangolo fondamentale,
AQeterminano sulla tangente in M, a partire da M, i segmenti ¢,,%,,%, si pone
il problema in equazione scrivendo
eyly?y 1 Colat, 4 Cy/ 2, =0 , (45)

dove ¢, ,¢,, ¢y s0n0 tre costanti, la cus somma é nulla: il rapporto anarmoni-
co, come si 8a, ha uno dei valori

cs Cy ¢ ¢ ) Cs
YT Ty T Ty T Ty Ty T
C3 ¢y Cy Ce C3 ¢

Intanto si calcolano facilmente le lunghezze ¢, o si trova

a’p, P

— fo— a'p,
T %=y, U ey T b=y
dimodochs la (45) diventa ‘
C C C
2W—¥)+ 20— y)+ 2 —y)=0, (46)
Py s 7]
ciog, in virth delle (27), 4
‘ —
%c‘ n logp;=0 .
Questa, integrata, da I'equasione baricentrica delle curve anarmoniche:
B a2 b3 = costante. (47)
19. Il sistema che la (46) forma con ¢, ¢4+ ¢;=0 da

L L B

By BaYs Ba¥s
¢,cot8, - cqcot 0, -f-cyeot6,=0 .

(48)
poi

In tal modo si trova la proprietd correlativa di quella che si & data come de-
finizione, cioé: é costante il rapporto anarmonico della quaterna costituita
da qualunque tangente e dalle rette che ne congiungono sl punto di contatto a
tre punti fissi. Cosi noi sappiamo costruire la tangente in ogni puato. Per co-
struire il centro di curvatura vogliamo prima dimostrare che le curve anar-
moniche sono un caso limite delle curve triangolari simmetriche. Quando &
nulla la somma delle ¢, I'equazione (41), dopo aver sostituito al secondo
membro il prodotto di » per una costante, si pud scrivere cosi:

n
—1
e W " — costante.
- n

Ora, poiché

n

Jim
n=0

=logp ,
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si ritrova, per % tendente a zero, I’equazione (47). Cié premesso, per n=2 ed
n'=0, il teorema di Jamet d& p——¢', vale a dire che 3] centro di curvatura
d'una curva anarmonica, sn un punto M, ¢ simmetrico, rispetto ad M, del
centro di curvatura di quella, fra le coniche conjugate al riangolo fonda-
mentale, che tocca in M la curva considerata.

20. Esempio. a) Un interessante esempio di linea anarmonica ci & offerto dalla
curva potenziale d’un triangolo, ciod dal luogo dei punti M che hanno le coordi-
nate baricentriche proporzionali ad una stessa potenza m dei corrispondenti lati.
Tra questi punti sono sempre (§ 7, 10) il daricentro del triangolo (n=0), il cen-
tro del circolo inscritto (n==1), il punto di Lemoine (n=2), ecc. Per fissare le
idee supporremo costantemente a, > a,>> a,, e per brevita porremo

a a a
= loga—: y Cg= loga—:’ , c,,:log;:— )
osservando che ¢, -} ¢, 4 c;=0. Cid premesso, dalla definizione

PRI T YRR S, (49)
a ay" ay a"ta,+a"

risulta subito che il luogo considerato & una curva anarmonica, giacchd si ha

p,‘:a p.::p.;a= 1. Intanto le formole (49) mostrano che, per n crescente all’infinito,

p, tende all’unita, ., e ju, a zero. Invece per n tendente a8 — oo & p, che tende al-
I'unita, mentre p, e p, tendono a zero. Dunque della curva potenziale fanno parte
anche i vertici A, ed A,, opposti al massimo ed al minimo lato. Come si comporta
la curva nel dominio di tali punti? Quando M tende ad A,, la retta MA, tende a
confondersi con la tangente in A,, e pero altrettanto deve fare MA, o MA, affin-
chd il rapporto anarmonico delle quattro rette conservi il suo valore. Duaque la
curva deve, nel vertice A,, toccare uno dei lati; ma, per rispondere con precisione
alla questione proposta, bisogna ricorrere alle formole (48), che nel caso attuale
diventano

y 1 y S y 3 50
N - [N - csay "’ (50)

e danno subito, successivamente,

Yo G (a_,)" lim ¥2—0 .
Ys C\ay/ ' meey,
Ora, poich® y, non pud superare a,, dev’essere limy, =0, ciod la tangente in A,
& A A,. In modo simile si dimostra che la tangente in A, & A A,. Adunque negls
estrem? del lalo medio la curva tocca gli altri lati. Ne segue che, per » inflaito,
il limite di y, ¢ la distanza di A, al lato opposto, come per n tendente a — o il
limite di y, ¢ la distanza di A, al lato opposto, cioé:-
. a* . a*
o imb=g s Jmy=o- .
Ora, adoperando le formole (50), si trova, per n crescente all’infinito,

" a’e, ( )” a’ abe,c
=1 l — 2 1
hm(a,) Yy, = ast, im Y= o, , hm( ) yiy,ya__-——c .
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Similmente dalle (49) si deduce

n n 3\ R
hmp.,—hm( )p.,—-llm(a )p.,:l , hm(-;—) ByPaps=1.
! 3 !

D’altra parte, a prescindere dal segno, la formola (44) da, per qualunque curva
anarmonica,

— gt Pl BPg by :
Y1YeYs
quindi, in virtd dei precedenti risultati,
3, ¢
hm(“a‘:’) p=220 ®1)

3
2 a cicl

pP=

Dunque, in generale, nel vertice A, la curvatura é nulla o infinita: nulla se
ay?>a,a,, infinita se a,' < a,a,. Si dimostrerebbe analogamente che in A4 la cur-
vatura @ infinita o nulla, rispettivamente, nelle medesime circostanze. Fanno ec-
cezione i soli triangoli che hanno i lati in progressione geometrica. Per essi &
a'=a,a,,c,=c,—=—"/,c,. Dalla precedente discussione risulta che il raggio di
curvatura negli estremi del lato medio prende valori proporzionali ai cubi dei lati
opposti, ed ¢ poi facile dimostrare che il raggio stesso diventa proporzionale al
cubo del lato medio nel baricentro, dove si ha

a,® _ a,a,8,
=243~ "2a%

vale a dire che, nel baricentro, il circolo osculatore diventa uguale al circolo cir-
coscritto al triangolo. Del resto nel caso particolare considerato la curva poten-
ziale & una conica, perché i valori trovati per le ¢ riducono I’equazione baricen-
-trica alla forma p=p,p.

5) La curva potenziale pud essere prolungata fuori del triangolo attribuen-
do valori immaginarii ad ». Si cambii 2 in n+m|/—__l ; si rappresenti con 0,
evidentemente uguale ad mloga,, l'argomento di a; mV=i ; con » e 0 il modulo e
I’ argomento della somma a," -} a," -+ a,", dopo il cambmmento di »; e si osservi
che le (49) danno rp,—a, me® -0V~ Affnche il punto ((TRRTRNTI 17 reale oc-
corre che 6,—0 sia un multlplo di . Posto 6,—0=mm, si ha rp,=(—1)' a
quindi

N P o W o 1
(=)™, (=)"a; (=D, (—)at (=D (—) )
Si pud sempre supporre che tutti i numeri m; sono pari, o che un solo ¢ dispari.
Nella prima ipotesi si ricade sul punto M, definito dalle (49); nella seconda si ha
un noovo punto M, che sta in una corrispondenza semplice con M: se il numero
dispari & m,, il segmento MM’ ¢ diviso armonicamente dal vertice A, e dal lato
opposto, Come si determina v? Osserviamo che

me, =0, —0;=(m,—my)m , ecec.

Bisbgna dunque, innanzi tutto, che i mutuni rapporti dei numeri ¢ siano razionali.
Se cio ha luogo, si possono trovare tre numeri interi ¢, ,e,,e,, primi fra loro, tali
14
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che ¢;=e¢,c; o fra i lati del triangolo sussiste allora una relazione della forma
ata3=a""" . 52

Sicecome i numeri e, ,e,,e, sono proporzionali ad m,—m,, my—m,,m, —m,, &
chiaro che un solo di essi & pari, ed & ¢,. Ne segue che, data la relazione (52), &
noto il numero v, perché si ha v=—=2 se e, ed e; sono dispari; v=1 se ¢, & pari
ed e, dispari; v—3 se e, & dispari ed ¢, pari. Allorché dunque la determinazione
dei numeri e & possibile, la curva ammette rami (M’), esterni al triangolo, i quali
si deducono dal ramo interno (M) mediante una trasformazione omologica armo-
nica, col polo nel vertice A, e 'asse nel lato opposto. Evidentemente per v—2 si
ottiene un sol ramo (M’), che insieme ad (M) costituisce una specie di ovale. Ben
diversa & la forma della curva quando v—=1 o v=23: sia, per flssare le idee, v—1.
La retta che congiunge i punti medii dei lati A,A,,A A,, incontra (M) in un punto
P; ed il punto P, corrispondente a P, sta all'infinito su A,P. La tangente in P si
trasforma nella tangente in P, ciod in un assintoto, che si costruisce facilmeate
conducendo dal punto d’incontro della tangente in P con A A, asse di omologia,
la parallela a PA,. Gli archi PA, e PA, si trasformano e-
videntemente in due rami che si estendono all’ infinito, as-
sintoticamente alla retta testd costruita, e toccano il ramo
interno in A, ed A, , rispettivamente, dimodochd in A, si
ha una cuspide ed in A, un flesso, senza che la curvatura
sia necessariamente infinita nel primo punto, e nulla nel
secondo. Del resto, piu precise informazioni sul contegno
della curva negli estremi del lato medio si attingono sen-
za difficolta dalle formole (32) e (51). La prima di queste
conduce a scrivere s—e ' ° nel dominio di A,, ed s—e"*
nel dominio di A,, mentre la (51) sx pone facilmente
sotto la forma assintotica p=ke M Ne segue che nel
dominio di A, la curva si comporta come se la sua equazione intrinseca fosse

[ 03

p=ks,—5§, e nel dominio di A, come se 'equazione fosse p— ks' 4. Ed ora ba-
sta ricordarsi delle cose dette nel primo capitolo (§ 11,¢) per completare la di-
scussione. Adunque, riassumendo, concludiamo che la curva potenziale d’un trian-
golo pud avere tre forme ben differenti, che dipendono dalla relazione (52). Se
questa non ¢ verificata da alcuna coppia di numeri interi e, ed e;, la curva, tutta
interna al triangolo, si ferma bruscamente negli estremi del lato medio. Se fra i
lati si ha una relazione (52), con e, ed e, dispari, la potenziale & una curva chiusa.
Finalmente, quando e, o e, & pari, la curva & aperta e consta di due rami, che
partono da una cuspide e si estendono all’infinito, assintoticamente ad una stessa
retta. Un ramo & tutto esterno; I’ altro, prima interno, s'inflette nel diventare e~
sterno al triangolo. Trascendente nel primo caso, la curva potenziale & algebrica,
di grado pari o di grado dispari, negli altri due casi.




— 107 —

VIIL. SISTEMI DI CURVE PIANE.

1. Consideriamo una funzione continua dei punti d'un piano, ossia una
variabile % che prenda un valore prescritto in ciascun punto M, e varii infi-
nitamente poco quando M subisce, nel piano, uno spostamento infinitesimo.
Se i valori che si attribuiscono ad % son tutti reali, il loro numero & sempli-
cemente infinito, mentre & doppia l'infinita dei punti del piano. Imporre ad «
un valore costante equivale dunque a segnare nel piano una linea; e cambia-
re il valore stesso significa passare da una linea ad un’altra. Ne segue che
ogni funzione reale dei punti d’un piano chiude in 88 la rappresentazione
analitica d'un sistema semplicemente infinito di curve, le cui proprieta si ot-
tengono, per conseguenza, interpretando geometricamente le proprieta della
funzione. Importa osservare che le infinite funzioni di % non definiscono nuo-
vi sistemi di curve: esse rappresentano tutte l'unico sistema definito dalla
stessa %, e fra breve si vedrd che non vi sono altre funzioni atte a rappre-
sentare il detto sistema.

2. Se uno spostamento ds del punto M produce nella funzione % I’ incre-
mento du, il rapporto du:ds si chiama quosiente differenziale di « nella di-

rezione dello spostamento, e si rappresenta con g—': quando si riferisce ad

una particolare direzione, che si vuol distinguere dalle altre. Una funzione
ha dunque infiniti quozienti differenziali in ogni punto; ma essi dipendono in
modo assai semplice dai quozienti relativi a due direzioni ortogonali qualun-
que, o dall’unico quoziente relativo ad una certa direzione. Infatti, sia M" la
projezione dell’estremo M’ del segmento MM'=ds sopra una retta che passa
per M, e siano ds, e ds, le lunghezze dei segmenti MM", M"M’, dimodoché

ds _ds
Cosw senw

Quando si passa da M ad M” la funzione prende il valore u—l—%:f ds,; poi
questo, nel passare da M” ad M, subisce un incremento che si pu(‘)| ritenere
© Ou . . © e
uguale a b—sds,, con =~ calcolato in M, qualora si trascurino infinitesimi
superiori. Ora, essendo u’-}- du il valore della funzione in M, si vede che

ou Qu
" du = -b—s-’ds,-{-&;ds, ;
quindi
—u—c S® ou +senw du 1)
& Oy 2%



— 108 —

du\? du\?
Au_—_< a'.?,) +( Bx,) ,

e consideriamo la direzione MN per cui si ha

1 du 1 du
COsS ) == — , Senwy=— ——

Vau 0% Vau %

Poniamo, per brevita,

1€

In questa direzione la formola (1) d& )/Au come valore del quoziente dif-
ferenziale; poi la stessa (1) diventa, in virta delle (2),

‘g: Vau. cos(w —w,) ,

e cosi si vede che la direzione MN ¢ quella della pit rapida variazione di u.
Invece nella direzione MT, perpendicolare ad MN, il quoziente differenziale
& nullo, ciod la funsione tende a rimanere costante. Dunque MT & la tangen-
te, e per conseguenza MN & la normale a quella curva del sistema, lungo la
quale % conserva il valore che ha in M.

3. Primo parametro differenziale. Si chiama parametro diffe-
rengiale primo d’una funzione %, in un punto, il quadrato del massimo quo-
ziente differenziale, ciod Au. E questo un invariante, perchd ha (per defini-
zione) un significato indipendente da qualunque sistema di riferimento. In ge-
nerale la funzione Au definisce un nuovo sistema di curve, che coincide col
sistema definito dalla % quando questo & costituito da curve parallele. Infatti,
fissati per % due valori infinitamente vicini,  ed ¥+du, che definiscono due
curve, il segmento staccato dalla seconda curva sulla normale alla prima, a
partire dal punto d’incidenza, & ds=du:}/Au. Ora, perch® ds sia costante
lungo la prima curva, occorre e basta che non varii quando non varia %, cioé
che Au dipenda da % soltanto. Dunque, perch? il sistema definito dalla fun-
sione u sia costituito da curve parallele ¢ necessario e sufficiente che Au
sia funaione della sola u.

4. 1l parametro differenziale primo si puo considerare come un caso par-
ticolare del parametro differenziale misto di due funzioni:

du dv  du v
SR DY DRI S
Anche questo & un invariante. Infatti, se si scrivono le formole (2) per le nor-

mali alle due curve
u=—costante , v=—coslante ,

in un punto comune alle curve stesse, si trova subito che il loro angolo, ossia
I'angolo ¢ delle due curve, & dato dalla formola
A(u ,v)_

cosp— ——- ,
VAu.Av




— 109 —

Questa mette in evidenza il significato invariantivo di A(«%,v), ed inoltre
mostra che Pannullamento del parametro differenziale misto di due funazio-
224 2 mecessario e sufficiente per Vortogonalita delle curve rappresentate dalle
funzioni stesse. Se poi si osserva che si puo anche scrivere

1 u  du
seny=——— | — —— |,

Vau.Av| 05 0%

o

0s, s,

e che per I'annullamento del secondo membro occorre e basta che » sia fun-
zione di u, si vede che questa & anche la condizione sufficiente (¢fr. § 1) e
necessaria perché le funzioni u e v rappresentino lo stesso sistema di curve.

5. Secondo parametro differenziale. L'operazione

b
= cosw —-}-senw

ds 0s, ds,

che fornisce il quoziente differenziale in una direzione qualunque, immagi-
niamola ripetuta nella stessa direzione, supposta invariabile: sia

ar ] d d 0
w (cosw s, + senw b?,) (cosw b?, +senw bs—,) .
Posto, per brevita,
E=G}' ’ "b?’=“'ct‘1a ’ 3)

si ottiene

a5 s [0 d

233 =008 w(w + G, DT) -+ sen 0(5;:’ + @‘”5}:)

¢ hi d )

+senw cosw (b_s, 8’—}- 305, G, I 9, b;) .
Se questa operazione si applica anche nella direzione definita dall’angolo
w41/, m, e se poi si fa la somma dei due risultati, si riconosce subito che la
somma dei seconds quosients differenciali in due direzions (fisse nel piano)
resta costante, in un punio, quando le direzioni variano conservandoss orto-

gonali. B questa somma che si chiama parametro differenziale secondo della
funzione considerata w, e si rappresenta con A’x. Adunque si ha

o ot 0 d
$— — o o
At= DS"+ Ds,’+@’ a”'l'c%: b\?' ’
ovvero

8= +8) o o 9 @

Si chiamano poi funsioni armoniche quelle funzioni che hanno costante-
mente uguale a zero il parametro differenziale secondo.
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6. Sistemi isotermi. Si dice 7sofermo ogui sistema di curve, definito
da una funzione armonica, ed a questa funzione si da il nome di parametro
isomelrico del sistema. Come si fa per riconoscere se il sistema definito da
una funzione % & isotermo ? Se non & A’% =0, cid non vuol dire che il sistema
non & isotermo, ma solo che % non pud esserne il parametro isometrico. Tale
parametro dovra tuttavia, in virtd dell’osservazione finale del §4, essere una
funzione di . Ora, per applicare I'operazione (4) ad F(w), si osservi che

dF ,du d&*F__ _ d'u . fdu\? .
=Yg » w=FgatF (d—,) ;
uindi
1 A'F =FA'% | F'Au . )

Se il sistema & isotermo, dovra esistere una funzione F, tale che AF sia
nullo, e perd si avra '

A F'(u)

Ay~ F(w) '
ciod il rapporto dei parametri differenziali sard funzione di % soltanto. In-
versamente, se avviene che il detto rapporto si trovi uguale ad una funzione
f(w), si ottiene, sostituendo f(«) al primo membro, nella precedente ugua-

glianza, ed integrando,
F(u)::fe"f""‘.du .

Evidentemente, se immaginiamo che questo valore di F si sostituisca in (5),
vediamo che dovra risultare AF-=0, e perd il sistema & isotermo, ed am-
mette F come parametro isometrico. Adunque, perche il sistema di curve, de-
finito dalla funszione u, sia isotermo, occorre ¢ basta che il rapporto dei pa-
rametri differenziali di u sia funzione della sola u.

7. Coordinate curvilinee. Ora consideriamo due sistemi di curve,
definiti dalle funzioni g, e g,. Se queste non hanno fra loro alcun legame, se
ciod (§ 4) i corrispondenti sistemi non coincidono, il numero delle coppie di
valori di g, e g, ¢ doppiamente infinito come il numero dei punti del piano, e
ciascuno di questi, M, si pud considerare come rappresentato dalla coppia
dei valori (coordinate curvilinee) di ¢, e g¢,, che nei relativi sistemi caratte-
rizzano quelle curve che passano per M. Poco importa se ad una coppia (g, ,
g,) corrispondono altri punti, o non ne corrisponde alcuno, e se ad uno o piu
punti non corrispondono valori di g, e g,; noi supporremo tuttavia (ma solo
perche le nostre considerazioni riescano piu chiare e piu precise) che i puati
del piano e le coppie (¢, , g,) siano tra loro in corrispondenza univoca. Cosi per
ogni punto M potremo pensare che passino due sole curve (linee coordinate),
una di ciascun sistema ; e chiameremo linea g, quella che appartiene al siste-
ma definito dalla funzione g,, e linea g, I'altra, diguisaché linea g; sard sem-
pre quella lungo la quale varia la sola ¢;. Se A(g, ,4,)=0, i due sistemi sono
ortogonali, ed & questa 1'ipotesi che noi sempre faremo d'ora innanzi. Con-
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verremo inoltre di dirigere la tangente a ciascuna linea g; e di contare I'arco
s; nel senso in cui cresce g;. Dirigendo poi la normale a ¢, nel senso della tan-
gente a ¢,, dovremo invece considerare come opposte le direzioni della nor-
male a ¢, e della tangente a g,, affinchd si possano portare a coincidere le
direzioni positive della tangente e della normale a g, con quelle relative a
@ - Cid premesso, per le cose dette nel § 8, il segmento compreso fra due li-
nee g, infinitamente vicine & — ds, =dg,:)/Aq,, e noi per brevita lo rappre-
senteremo con Q,dg,. Similmente, fra due linee ¢,, infinitamente vicine, &
compreso un segmento ds, = Q,dg, della linea g,, uguale a dg,:}/Aq,, dimo-
doché si ha, per la definizione stessa,
Var=—o . Vig=g; - Q)

e le Q sono, per le convenzioni fatte in principio, suscettibili di soli va-
lori positivi. Qui importa osservare che il quadrato dell’arco elementare
ds =/ ds,*--ds,? & dato dalla formola

ds’ =Q,%q,*+Q,*dg,’ ;

e poichd a ciascuna g¢; si puo sostituire una funzione di g;, & chiaro che cia-
scuna Q; si pud moltiplicare per una funzione arbitraria di g;. Evidente-
mente
0,1 0 1 0 2 ™
0, Q ' 0, Q ' 2, 0,
Q, e Q, sono, come g, e g,, funzioni del punto M: esse sono dunque funeions
delle variabili indipendenti q, e q,. Altrettanto si pud dire di qualunque
funzione dei punti del piano. Le derivazioni parziali rispetto alle ¢ sono poi
legate in modo semplice alle operazioni che forniscono i quozienti differen-
ziali definiti nel § 2, poiché si ha

212 2 12 @
03, Q,07, ' s, - Q, 0, °

Adunque i predetti quozienti non si possono considerare come vere e proprie

derivate se non quando Q, & funzione di ¢, soltanto, e Q, di g,. Presto vedre-

mo che cid accade solo quando tutte le linee coordinate sono rette (coords-

nate cariesiane).

8. Formole fondamentali. Prendiamo come asse z la tangente in
M (origine mobile) alla linea g,, e come asse y la tangente alla linea g, (nor-
male alla g,). Le coordinate cartesiane d’un punto fisso P debbono soddisfa-
re, rispetto alla prima linea, alle condizioni (II, 1) d’immobilita

o0r _y

¥, o

Rispetto alla g, le coordinate 2 e y di P sono y e —2, e perd le condizioni

__ =

B




Y__=_,, 2 v,
0y Py "0, py

Osserviamo intanto che la funzione w, considerata nel § 5, differisce solo nel
segno dalla funzione costantemente rappresentata con ¢ nel primo capitolo,
e perd si ha
1 dp dw 1 _d%_ dw_ o
""_")T’ —DT‘——@ ’ b\?, bs,“‘Qi
Dopo cid si vede che le condizioni necessarie e sufficienti per Uimmobilita
del punto (x,y) sono

S —=—Qh?/ ) % ‘@sr ’
oc

0s, ©)

(7)5 —Gz—1 , »-—-—Q.y

Se poi si vogliono le variazioni delle coordmate d’un punto P, quando 1'ori-
gine passa dalla posizione M ad un’altra M, in una direzione che fa un an-
golo qualunque w con I'asse z, & chiaro che si ha

o =(5 G -+1) om0 + (52— Gy Jsmns

8y ( +g,m+l)senw+(———c‘3: )"”“"

Son queste le formole fondamentals per I'analisi intrinseca delle coppie di
sistemi ortogonali di curve piane.

9. Condizioni d’integrabilita. Date le funzioni 4 e v proponia-
moci di trovare la condizione necessaria e sufficiente per Vesistenza d’una
funzione f, tale che sia of 3

o =
“—bs, ,y O= . (10)
Per le (8) cid equivale a chiedere la condizione perché Q4 e Qv siano le
derivate parziali prime d'una funzione f(g,,q,), ed & noto che tale condn-

zione &
0 b_Q_i_l ovvero ibQ,v 1 0Q,u
o, g, Q 0, Qs '
ciod, sviluppando,
du  dv 0logQ, blogQ

s, v, ° 0s, o1,
Se in questa eguaglianza si sostituiscono i valori (10), si vede che, qualun-
que sia f, dev’essere soddisfatta la condizione

ot »® _ logQ, 2 _dlogQ, 2 N
35,05, 5,08, s, 08, s, s, an
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Questa si applichi alla funzione #, tenendo presenti le (9). Prima si ha

Pz G,y m:h

bs‘bc, ‘b:‘ =—="y+ GGz + 1),
Vo 09,y _ b@h o .
= 2y = s, VTGS
quindi, per la (11),
(G430 +6. 2080 1 g2 %), =g, 28 (13
0s, s,

Operando imalogamente sulla funzione y si trova

2 ? dlogQ dlog Q, dlo
(b:m @, +Qh 8 ‘+QQ g ) =93_ be, .

£ 1
Queste relazioni debbono aver luogo qualunque siano i valori di z e di y.
Se, per esempio, 8i considera 1’istante del passaggio di M per un dato punto
fisso P, si ha 2=0,y=0, e le formole (12) e (13) ci danno

(13)

__logQ, blogQ
=5+ G=", (14)

Dopo cid la condizione d’integrabilitd si pué porre sotto la forma definitiva
d d
(+9) (9
e la condizione (11) diventa
d d P d
(—D;+9.)&;—(D—s’+@,)-b—,—‘. (15)

10. Relazione di Liamé. Le curvature §, e &, non eono indipen-
denti I'una dall’altra. Portando infatti i valori (14) nelle uguaglianze (12) e
(13), queste si riducono all'unica

b@" 2 M?” +8.'+6'=0, (16)

che si chiama relagione dz Lamé, ed esprime (come risulta da un facile
calcolo) 1a condizione necessaria e sufficiente per Vesistensa di due funsio-

ni x, ed X, di q, € q,, tali che dx,*-}-dx,* rappresenti il quadrato dell’arco
elementare. Posta sotto la forma

—(%-I—@a)@a:(%‘l‘@i)@' ' a7

la relazione di Lamé ci dice subito che &, e —, sono i quozienti differen-
zlah d’una funzione ®, come gii si sapeva per le (3). Alla (16) si pud dare
15
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un'altra forma, ponendovi per le G i valori (14). Se si osserva che

(it 9)e=gg 3 * (+%)=ag s 09
la relazione (16), dopo essere stata messa sotto la forma (17), diventa
2 (A2, 2 (120)
09, \Q, 9g, 0, \Q, 09,
E anche utile notare la forma (dovuta a Lamé) che prende, mercé le (18),
I'operazione (4):

A=aa [bq'(Q,bbq,)—*-%,(db_bq:)] ‘

11. Per una funzione armonica % l'operazione (4) deve dare A’u=0, cioé

dev'essere
_<E+@’)D;=($;+@’) 5?, ’
“ e 2 sono i quozienti differenziali d'una funzione v:

E Os,
du v bu__?f_
%, 05, ' Vs 05’

e perod

Intanto si noti che i sistemi definiti dalle funzioni % e v 80n0 fra loro orto-
gonali, perché A (%,v)=0. Ora, in virta di (15),

. g Qu 0 ou
A ”=<'a—,,+@")a_s,—<ﬁs‘,+@‘)a—s,=° .
Dunque v & armonica, vale a dire che quando, in una coppia di sistems or-
togonali di curve piane, un sistema & isotermo, anche Uallro & isotermo. A
questo teorema si giunge anche utilizzando la regola data nel § 6 per rico-
_noscere se un sistema & isotermo. Si applichi infatti 1’operazione (4) a g, e
g., tenendo presenti le (7). Si ottiene, facendo uso delle (18),

1 20, ( 1 2Q.
A (b\' + @’) Q Q Q in Qi ? bs + q‘) Q’ QIQ’ DTQ Q’
poi, ricordando le (6),
A 41 0 Qc A ad__ b Qi
3 log . l 19
b?a AQs % Qa (19)

e finalmente
d A%, ., d A® A'q,

3g, Ag, " g, Ag,
Questa formola mostra chiaramente che la condizione enunciata in fine del
§6, quando & soddisfatta per uno dei sistemi, & soddisfatta anche per I'altro.
Se poi per g, e g, si scelgono i parametri isometrici, dalle (19) risulta che il
rapporto di Q, a Q, & costante, e che, viceversa, cid non pud accadere se non

=0.
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quando g, e g, sono funzioni armoniche. Ne segue che le coppie ortogo-
nali isoterme di curve piane sono caratterizzate dalla possibilith di rendere
Q, =1Q,, giacch? si pud sempre moltiplicare per una costante ogni funzione
Q o g. Allora I'arco elementare & dato dalla formola

ds*== Q’(dﬁ‘ +dg.?)

e basta prendere dg, =dg, perché sia ds,=ds, in ogni punto. Cid si suole
esprimere dicendo che le curve ds qualunque doppio sistema ortogonale iso-
termo dividono il piano in quadrati infinitesimi.

12. Per assicurarsi che un doppio sistema di linee coordinate ortogonali
& isotermo, basta vedere se uno dei sistemi & isotermo, e perd si deve avere,
applicando ad una delle (19) il criterio dimostrato nel § 6,
» Q,
——1 =0.
320, CQ

Con due integrazioni successive si riconosce che I rapporio delle funsioni Q
dev’essere uguale al prodotio d’una funzione della sola q, per una funzione
della sola q,. E questa la proprietd caratteristica delle funzioni Q nei dop-
pii sistemi isotermi. Per esprimerla nelle & osserviamo, ricordando le (14),
che

o Q DO.C%, WG _0.(29:
5007, *8Q,~ %28, "'as,—"Q'Q'("as'," bs,)

Dunque, perché le fumn'om‘ @, e 9, (necessariamente vincolate dalla rela-
zione di Lamé) definiscano un doppio sistema isotermo, occorre e basta che
si abbia :
_____ —_—2 2
%, = . . (20)

Sq

Cid equivale a dire che la funzione w, che comparisce nelle formole (3), & ar-
monica, perchd si ha

= (5 9)— (3 +9.)9 =50 — 50" -

13. Formola di Bonnet. Serve questa formola a far conoscere, in
ogni punto M, la curvatura di quella linea che, nel sistema definito da una
funzione u, passa per M. L’inclinazione w della tangente a tale curva, in M,
si sa calcolare, come si & visto nel § 2, scrivendo

Qu du
coswa;-}-senw-b-s-._o ,
d'onde si trae
coB W= 1 . senm:——-—l—-—bﬁ, 1)

Vau 0% Vau O
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purch? si abbia cura di fissare i segni in modo che, tenendo presenti le for-
mole (6) e (7), sia w=0 per ¥=g¢q,, ed w="!/,7 per u=¢q,.Sia ¢ 1’inclina-
zione della tangente alla linea g, sopra una retta fissa; saranno ¢ -1-'/,7™ e
9w gli angoli analoghi per la linea g,  per la curva considerata. Dunque

dp 1 0 1 d 1
. -b:;-—P—g— C%t ' 'a—sz—p—’feh ' a(?'l‘m)—? )
poi
%:—@,cosw-{—@},senw—l—% . (22)
D’altra parte si ha
.dﬁ.—coswbw+ bﬁ)__ 9 n —b—cosw
ds = E: senmb—s,—-—b;-‘-se w—as' .
Dunque
1 d d
&= @) — (5 + G )ene

Ora, sostituendo in questa uguaglianza i valori (21), si ottiene
1 d 1 du d 1 du
—+= (%) )+t ) s
1 0 5 \ du b 5\ Qu uwd 1 uwd 1
73 (G )ut Gt )t amnym o v yas

ciod, finalmente,

I_A'u

3 VX;+A(“’ 7%;) )

Cosi & nota la curvatura in forma esplicitamente invariantiva.

14. Esempii : a) Si considerino le Zrajettorie ad angolo costante delle linee

d'un sistema, ciod le curve che incontrano le dette linee, per esempio le linee g,,

" sotto I’ angolo costante w. Evidentemente per ogni punto M passano infinite tra-
jettorie, ciascuna delle quali corrisponde ad un valore di w. La formola (22) da

%:—C‘},cosw—l-@hsenm ,

e mostra che ¢ centr: di curvatura di tutte le trajettorie, in ciascun punto M ,
appartengono ad una retta, rappresentata dall’equazione

gz“”"‘@:!/'l"l:o . (23)

Sia ¢ l'angolo che la tangente ad una linea coordinata fa con una retta fissa, e si
consideri il sistema definito dalla funzione ¢, cio¢ quel sistema in cui ogni curva
& tale che, da un punto all’ altro, non varia la direzione delle tangenti alle linee
coordinate. L'equazione della tangente ad una curva del sistema ¢ 8 G2 =Q,y,
e perd la retta (23), corrispondente ad un dato punto M, & parallela alla normale
a quella curva del sistema, che passa per M. Ne segue che tale curva Zocca ne:
loro punti d’inflessione le trajetiorie ad angolo costante delle linee coordinate.
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Sono notevoli anche i sistemi deflniti dalle funzioni &, e Q,, dei quali fanno parte
i luoghi dei flessi e delle cuspidi delle linee coordinate. Quando M si sposta in una
direzione che fa I'angolo w con I'asse &, si trova, applicando le formole (9) all’ e-
quazione (23), e ricordando la relazione di Lamé, che la retta (23) tocca il suo in-
viluppo sulla retta

(bbc‘i‘ cosw — bb@" sonw) ( 28, cosw — ——@—’senw)y (24)

3o

Questa equazione ¢ soddisfatta qualunque siano « ed y, per un certo valore di w,
solo quando & nullo il determinante funzionale delle &. Allora I’infinitd doppia
delle rette (23) si riduce ad una semplice infinitd; ma bisogna osservare che cid
accade anche quando non esiste un sistema @, ciod quando, per essere @, 0 G, co-
stante, uno dei sistemi fondamentali & costituito da circoli uguali o da rette. In
questo caso le rette (23) sono evidentemente le normali alla curva che inviluppa
i circoli o le rette del sistema. Cosi possiamo spiegarci sotto un nuovo punto di
vista le note costruzioni (I, 11, ¢; II, 13, ¢) del centro di curvatura della spirale
logaritmica, delle sviluppanti della catenaria, ecc. Nel caso generale si deduce
dalla (24) che le rette (23), quando M si sposta lungo una linea coordinata, toc-
cano il loro inviluppo sulla normale ad una curva &.

5) I circoli osculatori delle linee coordinate, in un punto M, sono rappre-
sentati dalle equazioni

2

B4y oy=0 , @y =0
G G

Derivando la prima rispetto a g,, la seconda rispetto a g, , ed osservando le (9), si

ottiene

@,x+@.y+1+y32—’log<%.=o : @,w+@,y+1+w-a%los<%.=0 . @)

Dunque ciascuna circonferenza tocea il suo inviluppo sopra un diametro dell’altra.
B poi facile riconoscere che, in virta della relazione di Lamé, i due diametri sono
perpendicolari, e che uno dei due inviluppi & reale, I'altro immaginario. Ora pro-
poniamoci di trovare la condizione che dev’ essere soddisfatta affincheé i circoli o~
sculatori delle linee g,, lungo una linea g,, costituiscano un fascio. Per questo oc-
corre, evidentemente, e basta che la retta rappresentata dalla seconda equazione
(25) sia fissa nel piano. Intanto, se si deriva ancora la detta equazione rispetto a
q,, tenendo conto delle (9), della relazione di Lamé, e della stessa equazione pri-

mitiva, si ottiene
0
(98 =t

o perd la condizione cercata & che &, sia indipendente da g, , cioé che ogni linea g,
sia un circolo. Dunque ¢ circoli osculatori delle trajettorie ortogonali di qua-
lunque semplice infinitd di circonferenze, lungo ciascuna di queste, formano
un fascio. Questa &, del resto, un’immediata conseguenza del noto teorema: ? cir-
coli ortogonali a due circoli dati formano un fascio, il cui asse & il comune dia-
metro dei due circoli. Basta considerare due circoli infinitamente vicini, in un dato
sistema , per ritrovare il primo teorema, e per vedere inoltre che 1’ asse del fascio
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dei circoli osculatori & la tangente al luogo dei centri. Segue poi dal teorema stes-
so che ognt doppio sistema ortogonale di circoli consta necessariamente di due
fasci. Gli assi dei due fasci, ciod le rette rappresentate dalle equazioni (25), sono
perpendicolari, e contengono i centri di tutti i cireoli: uno incontra le corrispon-
denti circonferenze in due punti reali A ed A’, altro in due punti immaginarii,
ed eceezwnalmente in due punti reali coincidenti. Con un calcolo facile si trova
che, se 2a & la lunghezza del segmento AA’, si ha

3Gy g,
o ) o G
PTG, 2§, T, 28,
ds, s, s,  Os,

Invece la lunghezza del segmento staccato sull’altra retta dalle corrispondenti cir-

conferenze & 2a})/—1.
¢) Cerchiamo di studiar meglio i doppii sistemi ortogonali di circoli, evi-

dentemente caratterizzati dalle ugunaglianze

G _ 0G, _
s, =0 0 T, 00 @7

e per conseguenza isofermt, giacche la condizione (20) & soddisfatta. I calcoli ac-
cennati nel precedente esempio si possono qui ripetere piu speditamente, dopo a-
vere osservato che, per la relazione di Lamé e la condizione (15), dalle (27) si
deduce

D’Vi b‘“.h -G b_o_‘l i G, — P@i _o_bq'_
s, ' dsds, 0t 0 G, V' Ve T
b'Vs =0 D,Qe (% b@s 1 _D’@s 39_.__ 3\1:
08,0, T s, 0 T g, 0t s s,

Servendosi di queste relazioni si giunge piu facilmente a stabilire che le rette (25)
sono flsse nel piano. Ora vogliamo determinare le &, e per questo supporremo che
g, © g, sono i parametri isometrici, e ricorderemo (§ 11) che si pud sempre fare
in modo che sia Q, =Q,. Cosi le (14) danno

0 1 0 1
Q —_ Y 1 —
‘1!_ bq' Q ) @1_ a;‘ Q ] (28)
e la relazione di Lamé diventa
1 .‘i‘i | fglt_) 2t Qt— 5
Q (dq. dg, 8+ G =0. (29)

Col derivar questa rispetto a ¢, ed a g, si ottiene
1 &G, —g <gl~_a. dvg) 1 &G, =G (dta, _'{1_*_?_1_._)
Qdg} *\dg,  dg,) ' Qg " dg,
poi

g +_}_ dzo! =0
0y (33 dg* .

1
S, 4
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Siccome il primo termine & indipendente da g, , ed il secondo da g,, bisogna che
tutti e due siano costanti, e si & in tal modo condotti a porre

@G, . TG e
Gar = RG s G =RG (30)
Se assumiamo come linee g, le circonferenze che passano per A ed A’, la stessa
retta AA’ é unalinea g,, che noi possiamo sempre immaginare rappresentata dal-
I’equazione ¢,==0. Allora per soddisfare alla prima equazione (30) bisogna pren-
dere Q,= Asenkg,. All'altra equazione si soddisfa solo prendendo

G= pe e
con . e ' costanti arbitrarie come A. Intanto dalle (28) si trae, integrando,
-g- =2Xcos /ﬁq,—(p.e"’i —p'e )+ costante ;

poi si trova, sostituendo in (29), che I'nltima costante & nulla, e che fra le altre
intercede la relazione A 4pp’=—0. Se una delle costanti p o p' & nulla, per e-
sempio ', dev’essere anche A=0, e si ha &, =0,G,=pe*u. Allora le linee q,
formano un fascio di rette, e le linee q, sono circonferenze concentriche. Se p
e p’ non sono nulle, sappiamo (cf¥. II, 7, n) che si pud sempre supporre p—==p,
e nel caso attuale & necessario che sia p—=—p'="1/,A. Quindi

Gy=Asenkq, , c%a=‘;‘(ehq'_e-kq')~ (C2Y)

Quale caso limite, per % tendente a zero, troviamo §, =g¢,,Q,=g¢,, come, del
vesto, 8i pud dedurre direttamente dalle (30) per 2=0. In questo caso la (26) mo-
stra che a & nullo, e perd ¢ due sistemi sono composti dai circoli che toccano
due rette perpendicolari nel loro punto comune. Nel caso generale & sempre le-
cito prendere k=1, e la sostituzione dei valori (31) in (26) da Aga==1. Dunque

G, = senq, q’_e '—e .

L’interpretazione geometrica della prima formola mostra che ¢, & I'angolo AMA;
poi la seconda conduce a riconoscere che g, & il logaritmo del rapporto MA":MA.

d) Qualungue curva piana da origine ad un doppio sistema di curve quan-
do ad ogni arco si fa corrispondere un punto del piano. Gli archi d'ana curva sono
infatti in numero doppiamente infinito, e ciascuno di essi é rappresentato dalla
coppia dei valori g, e ¢,, che prende negli estremi la lunghezza dell’arco s, contata
a partire da un’origine fissa. Un modo semplice di realizzare tale corrispondenza
consiste nel prendere il baricentro G di ciascun arco A A,. Allora i due sistemi
definiti dalle funzioni ¢ costituiscono il sistema unico delle linee baricentriche
(VI, 3) della curva data. Per ogni punto G passano due linee, cioé le due baricen-
triche che toccano la curva data negli estremi del corrispondente arco; e noi gia
sappiamo che le tangenti in G alle due linee sono appunto GA, e GA,. Per co-
struire un doppio sistema ortogonale di linee condurremo per l'origine G due assi
ortogonali, orientandoli in modo che delle tre uguaglianze

Ss Ss Se
fmds:O ) yds=0 , fxyds:O , (32)

[ ¢ $
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v
sia vera anche la terza. I quozienti differenziali relativi ai nuovi assi si esprimono
cosi:
Q%09 %23 3 2%, 2% (33)
ds,” 0s,0g, ' 0s,0g, ° O3, O8,0q, ' 0s,70q,

Se poi si rappresenta con D il determinante funzionale delle ¢, necessariamente
diverso da zero, si ha pure

d %, d a;,a> d 1(933 b;,a)
% ( %, D\ds,ds, s, 05, 34

Basta derivare le prime due relazioni (32) rispetto alle g, applicando le formole
(34) e (9), per ottenere

%, D ds, Dx %, D % ___ D
s, o’ Vs, c*’ Vs, ot S~ o

08, s, 08, Os,

Xy

dove a; ed y; sono le coordinate di A;, e o rappresenta la lunghezza dell’arco
A,A,. Danque, rappresentando ancora con T il doppio dell’ area del triangolo
GA,A,,siha

D=—E§ Ye
e finalmente , poiché D non pud essere sempre nullo, TD=0c% A questo risultato

si perviene anche osservando che, se ¢ & I’angolo delle due bariceantriche che s’in-
crociano in @, e se r, & la lunghezza del lato GA,, si ha successivamente

D — D rr,D c?
Vag=—r, , Vagg==r, , t=rprgseny=—22 = _ |
c c Vac,. A, b

Cid premesso, le (33) e le (34) diventano

d c 0 p) b} c 0 d _
= Tlng ) mm (g teag) ©9
>

d 1 b} d 1 P b}
=z tre) = (Emtug) @

Fin qui non si & tenuto conto del particolare orientamento degli assi, definito dal-
P'ultima eguaglianza (32). Ora, applicando le (36) e le (9), e ponendo

‘s
(x*—yY)ds=xo ,
%
8i trova

d

e, ¢
g

d‘yd&—-'—xiyl —x (Qﬂ'{ _@Jiyi) ’

h) ‘s
o, zyds= a,y,+x (Q!r"'; - @ayi) H
e

-
M|
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poi, per le (35),

d P& c
. wyds= ?["Tgt-ylyz(“’t‘—“’z)] ’
1
¢
b (7Y
bs, “'st—_‘—["f(%x_a'x (Y —Y)] -
o
Dunque
a,
@Jt‘—(""a“‘w’)yiz' ' Q}i=(yi—yt)%’ . 37

Intanto & utile trasformare le condizioni (9) in modo da farvi comparire le deri-
vate relative alle . Si trova facilmente, merca le (38),

3_”,:(1_3/_3’:)?4 : 9?_=_(1_z_ys)ﬁ
b§| x/)o ’ ng, x/)C

% [y %%\¥ o _ @24\ Y

w=+2)% » w=—0+)%
Son queste le condizioni necessarie e sufficienti per Uimmobilita del punto
(x,Y)- Qui bisogna osservare che le formole di sinistra sono applicabili anche ad
Zy, Yy, Perché nella derivazione parziale rispetto a g, il punto A, resta immobile.
Similmente sono applicabili ad «,,y, le formole di destra. Se poi si vogliono le
altre derivate, per esempio le derivate di , ed y, rispetto a ¢,, bisogna tener conto

dello spostamento di A,, ed aggiungere alle espressioni di LS e M, ottenute

0g
applicando le formole di sinistra, i valori di —ggl e gz: , cio‘é il coseno ed il seno
1

dell’inclinazione della tangente alla curva, in A, , sull’asse .

e) La curva che da origine ad una coppia baricentrica di sistemi di linee
ortogonali appartiene ad uno di questi sistemi. E infatti evidente che, fissato per
¢, un valore qualunque s, se si fa poi tendere g, ad s, un asse tende a diventare
tangente alla curva, 1’altro normale. Scelto il primo come asse a, si riconosce, te-
nendo presenti le relazioni

2 _ 02 2 0
% "% % ' 3 0"
che per soddisfare alle formole precedentemente ottenute, con serie che procedano
secondo le potenze di o, 8i deve prendere

c ct d 1l ¢ od1l
”'——2+48p'+120d3p'+ """ ’ ”*—T‘p'+§6.?t§?+""
6 ¢ o' dl ddl
S BT R I R » = +20dsp+

B poi facile dedorne
o* otdl o? c!
_1_2?+27$?+”'" , _E_W.}......
Queste formole agevolano la discussione dei fatti geometrici del doppio sistema
16



nel dominio della curva considerata. In particolare per 5=0 le formole (37) di-
ventano

1 3 d
§=—— , §=—2>o2
1 P ? k:’! 5 dSlogp ’

<

e mostrano che non ogni sistema doppio ortogonale si pud considerare come bari-
centrico rispetto a qualche curva, perchs bisogna che lungo una delle linee che
lo compongono, per esempio lungo una certa linea g,, la curvatura delle linee
¢4 prenda i valori

39
(“3,=-5~ b,‘ log@h .

Del resto ¢ chiaro geometricamente che i doppii sistemi bariceatrici sono specialis-
simi. Cosi, per esempio, un doppio sistema di circoli ortogonali non &, in generale,
baricentrico, perché tale potrebbe essere solo per una delle sue circonferenze,
mentre & ovvio che il doppio sistema baricentrico d’ una circonferenza ¢ costituito
dalle circonferenze concentriche e dal fascio dei comuni diametri.

IX. CURVE STORTE E SUPERFICIE RIGATE.

1. Triedro fondamentale. La fangente ad una curva qualunque
dello spazio a tre dimensioni, in un dato punto M, si definisce (cfr. I, 1) come
per le curve piane. Normali, in M, sono le infinite perpendicolari elevate per
M alla tangente, le quali stanno in un piano, che si chiama piano normale.
Se, col tendere di M’ ad M, la retta comune ai piani normaliin M ed M’ tende
ad una posizione limite, in questa essa prende il nome di asse polare. Una
delle infinite normali & parallela all’asse polare, un’altra gli & perpendicola-
re: la prima si chiama binormale, 'altra normale principale. Uno dei piani
che passano per la tangente contiene anche la binormale, un altro contiene
la normale principale: il primo si chiama piano rettificante, I'altro prano
osculatore. Cosi in ogni punto d’una curva avremo da considerare un triedro
trirettangolo, che ha come spigoli la tangente, la binormale, la normale prin-
cipale, e come facce il piano normale, il piano osculators, il piano rettifican-
te. Siccome 1'asse polare si pud considerare come 1’ intersezione di due piani
normali infinitamente vicini, 8i pud anche dire che la binormale ¢ perpendi-
colare a due tangenti infinitamente vicine. Con cio si vuole soltanto esprime-
re brevemente che la binormale, in M, & la posizione limite della comune per-
pendicolare alle tangenti in M ed M’, quando, fissato M, si fa tendere M'ad M.

2. Curvature ed equazioni intrinseche. Posta l'origine delle
coordinate nel punto M, mobile lungo la curva, prenderemo costantemente
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come asse z la tangente, come asse y la binormale, coms asse # la normale
principale. Consideriamo il triedro degli assi dopo che 'origine si & trasfe-
rita da M nella posizione infinitamente prossima M'. Per I'osservazione fatta
in fine del precedente paragrafo & chiaro che si ha cos(y,z’)=0. Ne segue
che la tangente 2’ e la binormale ' si possono considerare come parallele ai
piani sz e 2y rispettivamente. Quindi, se 3¢ & I’angolo di due tangenti infi-
nitamente vicine, & cos (2,2) =dg; e se 3} & I’angolo di due binormali infini-
tamente vicine si ha cos(2,y’)=d{, a prescindere da infinitesimi superiori.
I rapporti dei differenzialidi ¢ e ¢ a ds (cioé i limiti dei rapporti di 8¢ e 8¢
alla lunghezza dell'arco MM', quando M’ tende ad M) misurano le curva-
ture della linea considerata, nel punto M; e si distingue la prima col nome
di flessione, I'altra col nome di forsione. Poi, se si pone ds=pdo=rd}, i
numeri p ed 7, inversi delle curvature, misurano due lunghezze, che si chia-
mano raggio di flessione e raggio di torsione. La flessione d’una curva storta
consiste dunque, come per le curve piane, nel piit 0 meno rapido allontanarsi
della curva dalla tangente, e la torsione sta invece nel modo pilt 0 meno ra-
pido con cui la curva tende a scostarsi dal piano osculatore. Evidentemente
le curve piane sono caratterizzate dal fatto che la loro torsione & nulla. Cio
premesso, per completare il quadro dei coseni direttori degli assi di origine
M’ rispetto a quelli di origine M, vogliamo prima osservare che, se si pre-
scinde da infinitesimi superiori, i coseni degli angoli (z,2"), ecc., si debbono
ritenere uguali all'unitd, perché si ha, per esempio,

1
cos (z,z')=cosdp=1—(89)'4...; ecc.
poi, per la perpendicolarita degli assi z'ed ¢, 2'e 2, y' e 2,
cos(x,y)=0 , cos(x,z')=—de , cos(y,z)=—d} ,

e si pud quindi scrivere il quadro dei coseni direttori nel seguente modo:

] © y z
L
o« ) 1 0 de 1)
Y 0 1 dy
Z | —de —dy 1

Questo quadro mostra che, per poter discutere la curva nel dominio di cia-
scun punto, basta conoscere le funzioni ¢ e ¢, basta cioé darsi p ed r in fun-
zione di s. Le equazioni

f(s,p,r)=0 , 9(s,p,7)=0,

dalle quali si possono trarre, per una data curva, i valori delle curvature in
ogni punto, si chiamano le equazioni intrinseche della curva.Presto vedremo
che la loro conoscenza permette anche di determinare in modo unico la for-
ma dell’ intera curva, a prescindere dalla posizione che questa occupa nello
spazio.
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8. Formole fondamentali. Rispetto al triedro di origine M siano
#,y,# (funzioni di s) le coordinate d’un punto P, generalmente mobile con
M, o siano z+ 8z,y 48y, s+ 32 le coordinate del punto P’, corrispondente
ad M sulla trajettoria che va descrivendo P. Le coordinate di P’ rispetto
agli assi di origine M’ sono z +dz,y -+ dy, -} de, e perd, tenendo presente
il quadro (1), e chiamando %, ,w le coordinate (infinitesime) di M':

e+ dr=u-+2+tde—(z4ds)de ,
y+8y=v+y+dy—(s+ds)d¢, )
582 =0 (z+dz)dp+ (y +dy)dy+ s +dz -

Noi vogliamo limitare il nostro studio a quelle curve, per le quali sia lecito
asserire, come per le curve piane, che il limite del rapporto dell’arco MM
alla corda, quando M’ tende ad M, & uguale all’unita. Siccome, per la defini-
zione stessa della tangente, si ha

. u v . w
lim ————— =1, lim—— =0, lin ———— =0,
Vu‘+v’+w’ Vus+va+ws Vu‘+v‘+w'
e d’altra parte I’ ipotesi testé fatta si traduce in
. ds .
lim ————=—1,
Vit Tot o
si ha pure

. u ., v
hm&'“l , llmS;_O ,

lim 8'%: 0.
Possiamo pertanto nelle (2) sopprimere v e w, e sostituire ds ad w; divi-
dendole poi per ds si ottengono le formole fondamentali:

dx de z Sy dy =z 82 dz =x y

_ = —— “e= — - —_— - — = . 3

ds  ds p+ 'dsT ds r  ds ds+p+r @
Le (2) sono applicabili anche ai coseni «,B,y, che definiscono una direzione
qualunque, purché vi si sopprimano %,v,w. Ne segue che per le diresioni
si ha

da da ¥ B_dg ¢ dy _dy

a B
GTE e tad s atTety @
Cerchiamo finalmente le formole fondamentali relative alla retta. Per coor-
dinate d’una linea retta possiamo assumere i suoi coseni direttori «,B,y, e
le quantita

E=1y—Bs , w=oas—yxr , {=Pr—ay, 5)
evidentemente legate ai coseni dalla relazione identica
ab+Bn+r¥=0, ®)

ed indipendenti dalla posizione del punto (z,y,#) sulla retta, giacché re-
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stano inalterate quando ad z,y,# si sostituiscono rispettivamente z -} af,

v+ Bt,#+ 1t qualunque sia & Ora basta applicare alle (5) le formole (3) e
(4) per ottenere

S6_db ¢  ®q_dn ¢ %_% &
a;——a—'? ) a—gs‘—‘—r‘—'f ds + + +8. (1)

Queste sono, insieme alle (4), le formole fondamentali per le rette.

4. Dalle (3) risulta che per I’immobilita del punto (x,y,z) occorre e ba-
sta che sia

ds_p Y ds T r ds~  p r ° ®)

Fissiamo I'origine degli archi in un punto qualunque della curva, in cui le
curvature (che noi sempre supporremo funzioni continue dell’arco) abbiano
valori finiti; e siano z,y, # le sue coordinate rispetto al triedro fondamentale
in un punto infinitamente vicino. Evidentemente z,y, 2 sono infinitesimi con
8, e poichd le condizioni (8) debbono essere soddisfatte, si ha, applicando il
teorema di I’ Hospital :

1im3=1im(-‘i-l)=-—1 , lim L =lim =0,
$ P s »
Ne segue
.z 1. 1/x Y 1 @ 1
e Chin— (2 ) =i E=—
hms, 5 lim (P+ ) 2th8 5
poi
lim = =_~lim— = !
m -3 =g, T epr

Ora, poiché trasferire I'origine degli archi nel punto M'(s-}ds), infinitamente
vicino ad M(s), equivale a porre s +ds=0, le espressioni delle coordinate
u,v,w di M  rispetto agli assi di origine M si ottengono cambiando s in —ds
nei precedenti risultati, dimodoché si ha
3 3
u=ds |, v=——ds—' s w=g—: . ()

Dunque i piani che contengono la tangente in M sono caratterizzati, fra tutti
quelli che passano per M, dal fatto che la loro distanza ai puati infinita-
mente vicini ad M & infinitesima di ordine superiore, e per un solo ds essi (il
piano osculatore) la distanza stessa ¢ infinitesima almeno del terzo ordine.
Ne segue che ogni arco sufficientemente piccolo, preso intorno ad M, & situato
da una stessa parte di qualunque piano condotto per la tangente in M, ad
cccezione del piano osculatore, che, in generale, atéraversa la curva. Quando
8i trascurano gli infinitesimi del terzo ordine si pud supporre M’ situato nel
piano osculatore, e se si trascurano anche quelli del secondo ordine si pud
addirittura considerare M’ come situato sulla tangente. Per conseguenza, in
quelle questioni, per le quali & lecito trascurare gli infinitesimi superiori, &
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anche lecito assimilare la curva ad una linea poligonale MM'M". ... dai lati
infinitamente piccoli, e considerare la tangente come la retta su cui giace un
elemento MM, il piano osculatore come il piano determinato da due ele-
menti consecutivi MM ed M'M”; ecc. E si passa da una posizione del triedro
fondamentale alla posizione successiva facendo scorrere di ds il vertice sulla
tangente, e facendo poi ruotare gli spigoli intorno al vertice in modo che
acquistino i coseni direttori (1). Risulta finalmente dalle (9) che se an os-
servatore cammina sulla curva tenendo la testa sulla parte positiva della
normale, e procedendo nel senso in cui cresce s, egli vedra la curva elevarsi
o abbassarsi secondo che p & positivo o negativo, e la vedrh volgere a sini-
sira o a destra secondo che r ha il segno di p o il segno opposto.

5. Ora vogliamo dimostrare che ogni coppia di equazioni intrinseche
delermina in modo unico una curva, almeno fra limiti convenienti di s, entro
i quali le curvature siano funzioni finite e continue dell’arco. B noto che in
tali condizioni esiste sempre una terna di funzioni 2,y,¢, ed una sola, che
soddisfa alle (8) e si riduce, per =0, ad @,b,c. Evidentemente z,y,s sono
(se la curva esiste) le coordinate, rispetto al trietro di origine M, di quello
stesso punto che, nel triedro relativo al punto O, origine degli archi, ha le
coordinate a@,b,c. D'altra parte, in virtu delle (4), le condizioni necessarie e
sufficienti per Vsnvariabilita della direzione (a,B,Y) sono

da vy dB_y d_ o B (10)

ds— p ' ds » ' ds p

Si noti che, se «,B,y ed o',f',7 sono due terne qualunque di funzioni sod-
disfacenti alle (10), si ottiene successivamente, in virta delle stesse (10),

(% (ao' + BB +17)=0 , ada' 4 BR + 11 =costante.

Ne segue che, se si determinano le tre terne di funzioni contenute nel primo
dei quadri

a, B, Tﬂi ’ ll 0 0},
oy By 1y lO 1 0
@ Ba Yol 10 0 1

in modo che, soddisfacendo alle (10), prendano, per =0, gli omologhi va-
lori segnati nel secondo quadro, si avrd costantemente

1 se i=j
05 + & 3j + TiY;= 0 » i >J'
<

ciod il determinante rappresentato dal primo quadro & ortogonale. Ed ora &
chiaro che gli elementi di tale determinante sono appunto i coseni direttori
degli assi di origine O, rispetto a quelli di origine M, perché danno le dire-
zioni dei predetti assi per s = 0, e d’altra parte soddisfano alle condizioni
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(10), sufficienti per I'invariabilita delle direzioni stesse. Cid premesso, & som-
pre lecito porre

x=w,tao+boytca, , y=y,+aB,+B,+cB, , s=sz,4ay,+brtey;

e si riconosce poi, sostituendo questi valori nelle (8), e tenendo presenti le
(10), che le nuove funzioni incognite z,.y,.2, soddisfano alle stesse (8), e
debbono tutte ridursi a zero con s. Esse sono dunque pienamente determi-
nate, ed ¢ chiaro che rappresentano le coordinate di O rispetto agli assi di
origine M. Ora noi possiamo, per ciascun valore di s, determinare le costanti
&, b,cin modo che rappresentino le coordinate di M rispetto agli assi di o-
rigine O: basta (immaginando 1'istante del passaggio di M per un punto fis-

S0) porre z,y,s uguali a zero nelle precedenti relazioni, e risolvere il sistema
rispetto ad a,b,¢:

= — (@1 B¥o-t 7120) » .

— (247 + By¥o -+ Ya%0) » (11)
=— (o321 Bs¥o 1 Ta%) -

Cosi & determinata in modo unico la curva definita dalla data coppia di e-

(uazioni intrinseche, giacché, variando 8, son note le coordinate a,b,c di
tutti i suoi punti rispetto ad una terna di assi immobili.

o ——
o o 8
[l

6. i interessante osservare come dalle (11) si possa rapidamento dedur-

re, merce le condizioni d’ immobilita (8) e (10), tutta I'ordinaria teoria delle
curve storte. Si trova infatti, derivando,

da db de

a: a‘ y -a-;-=a’ 9 zg—:da ; (12)
poi

d’a__x, b ¥, dc ¥, 13

déi_? ’ &s_’—? ) dsi_—_é-’ (13)

o derivando ancora:

d®a d1l e« B
F=N g ?_P—;—P% , ecc. (14)

Dunque, quando si fa uso di assi immobili, le derivate prime delle coordi-
nate rispetto all’ arco sono uguali ai coseni direttori della tangente, e le de-

rivate seconde sono proporzionali ai coseni direttori della normale princi-
pale. Per la binormale si ha

de d% db d’c
Bi=ogre— “s‘(s:(tg st s a‘;,)P , ecc. (15)

Quadrando e sommando le (12) si ottiene la formola
ds*=da® + db* -+ de*

che permette di calcolare I'arco quando le coordinate sono date in funzione
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d’una variabile qualunque. Quadrando, invece, ¢ sommando le (13), si trova

la formola e e )
=)+ (@) + ()

che fa conoscere la flessione quando s & la variabile indipendente. Alla for-
mola generale (cioé non vincolata alla scelta della variabile indipendente)
8i giunge operando analogamente sulle (15). Se poi le (14) si moltiplicano
per B,.B,,Bs, © si sommano, 8i ottiene, osservando le (15),

1 |da da da
rpt | ds ds* ds®
db a6 d%
ds ds* ds®
de di¢ d%
ds ds* ds*

Serve questa formola a calcolare la forsione quando gia si conosce la fles-
sione. ‘

7. Digressione sulla retta: a) E noto che I'angolo 0 di due direzioni («,B,Y) '
ed (o' ,B ,7) & dato da una (qualunque) delle seguenti formole : l

cosO=aa'+-BB'+ 17 , sen’0=(By'—vB)'+ (y&' —oay)’ 4 (aB'—pax’)* .

Se le direzieni (a, B,y) ed (ada,B 88,7 4 dy) fanno l'angolo infinitesimo 99,
la seconda formola da

80° = (B3 — v3B)" + (18 — ady)" + (adp —pdar)* . (16)

Invece dalla prima si deduce

1—%80’-[—-..:20;@—]-8¢)=l+2a8a=l—%28a‘ .

ciod
30* =28a"{- 5B 4-3Y* . 17)
b) I coseni A,p,v, che determinano la direzione perpendicolare a quelle
che son definite dai coseni ,B,y ed &',B’,Y’, soddisfano alle condizioni di perpen-
dicolaritda Zra=0,3Aa’=0, dalle quali si trae

A op v 1
By — 1B yo'—ox' af'—Bod’ senb’
fissando il senso positivo della direzione stessa in modo che coincida con quello
dell’asse 2 quando le direzioni date vanno rispettivamente a coincidere con quelle
degli assi @ ed y. Evidentemente la distanza g di due rette & la projezione, sulla

comune perpendicolare, del segmento rettilineo che congiunge un punto qualunque
(z,y,3) d'una retta ad un punto («',y’,3’) dell'altra. Ne segue

g=Mz' —2)+p(y' —y)+v(z' —3),

(18)
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ciod, per le (18),

gsenb={a o 2x—ao ] , (19)
BB ¥vy—y.
Yy ¥ #F—z

dove al secondo membro si puo dar la forma
« o« o|+'a a @ =—2(a& + o) ,
BB yv| FBY '
T Y 7 ) T Y 2
dimodoche, ricordando la relazione (6), si pud anche scrivere
q.s'en 0= (x'— ) (& —%) .

Dunque, se le due rette sono infinitamente vicine, e se si rappresenta con 3¢ la
loro distanza,

8950 —dad 4 5By - By dY . (20)

Tornando alla (19) si osservi che, se una delle rette & ’asse z, si ha —gsenb=§&,
e con cid si ottiene 1’ interpretazione geometrica delle coordinate &,7,%.

¢) Le rette dello spazio sono in numero quattro volte infinito, giacchs fra
le sei coordinate d’una retta si banno sempre due relazioni. Ogni altro vincolo
imposto alle coordinate stesse vale a staccare dallo spazio una tripla infinita di
rette, che si chiama complesso. Una coppia di equazioni distinte definisce una con-
gruenza, o infinita doppia di rette, che si pud dunque considerare come 1'inter-
sezione di due complessi, ed & 1'analoga della superficie, o infinité doppia di
punti. Finalmente I'insieme di tre distinte equazioni rappresenta una semplice
infinita di rette, la quale costituisce evidentemente una particolare superficie, che
si dice rigata. Delle rigate e delle congruenze ci occuperemo in seguito. Qui vo-
gliamo limitarci ad esporre alcune proprieta dei pid semplici complessi, che son
rappresentati da un’equazione lineare

ab+bn-Fol+laf-mB 4wy =0 , 21)

e sono chiamati, per questa ragione, compless: lineari. Un tal complesso si dice
speciale quando fra i coeflicienti intercede il vincolo

al4+-bmten=0 , (22)

in virtd del quale @ lecito considerare i coefficienti stessi come proporzionali alle
coordinate d’una retta, diguisach® la (21) esprime allora I'incontro di tale retta
con tatte-quelle che appartengono al complesso. Adunque #l complesso speciale é
costituito dalle infinite rette che incontrano una retta data. Pud darsi che que-
sta sia infinitamente lontana, e cid accade quando a,b,c sono nulli; allora, in
virta di (21), le rette del complesso son tutte le perpendicolari alla direzione de-
finita da coseni proporzionali ad !,m ,n, esse sono ciod tutte le rette d’un fascio
di piani paralleli, e perd ben si pud dire che vanno ad incontrare la comune in-
tersezione di tali piani. Per un complesso lineare generale, cioé quando non sussi-

17
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ste la (22), non & possibile che a,b,c¢ siano nulli ad un tempo, e si pud quindi
considerare sempre la direzione definita dai coseni

a b

c
g —— v Bo= i Y= ==
TVagsie " Vageie " Vatetd

ed in questa direzione si pud assumere una certa retta, le cui altre coordinate

&,11,+%, vogliamo qui determinare opportunamente. Dalla (19) si ha, osservan-

do (21),

l
—gsend=Ya&, + ab ot =Ya ( __——.__—_—) i (24)
Vaisie Varote

ed il secondo membro 8i riduce a —pcos6 se si pone

(23)

AL e L e B R oy T (S
Vatvre " Vagzors  Vaisre

Si determina poi la costante p osservando che deve aver luogo la relazione (6):

a(l—ap) 4 b(m —&p) -+ e(n—cp) =0 .

Ne segue
- al;|~ bm 4 cn , (26)
a*4 64 ¢?
e I'eguaglianza (24) si riduce finalmente alla forma semplicissima
qtgb=p . (27

La retta definita dalle coordinate (23) e (25) si chiama asse del complesso, e lo
considerazioni precedenti mostrano che ogni complesso lineare & costituito dalle
rette, per le quali fra la distanza ad un certo asse, e I'angolo che questo fa con
ciascuna retta del complesso, sussiste la relazione (27).

d) La congruenza lineare, o intersezione di due complessi lineari =0,
» = 0, appartiene anche agli infiniti complessi, che costituiscono il fascio
%z A2’ =0. Se si scrive che la condizione (22) & soddisfatta dai coefficienti di
%+ Ax/, si trova un’equazione del secondo grado in 1, e perd nel fascio stesso esi-
stono sempre due complessi speciali. Dunque ogni congruenza lineare é costi-
tuita dalle rette che si appoggiano su certe due rette dello spazio. Se invece
del fascio si considera la rete di complessi % |+ Ax’ 4 px"" =0, la condizione (22)
conduce ad una relazione fra X e ., in virta della quale esistono sempre, nella rete
stessa, infiniti complessi speciali. Dunque la superficie rigata, intersezione dei
complessi x=0,x'—0,x"=0, appartiene anche ad infiniti complessi speciali,
ciod le rette che la costituiscono incontrano infinite altre rette, che si possono
egualmente considerare come generatrici della superficie. Ne segue che una simile
superficie pud in due ben diversi modi essere generata da una retta, che vada suc-
cessivamente occupando nello spazio una semplice infinita di posizioni. Tali spe-
ciali rigate si chiamano quadriche, e per 1'indole delle loro proprieta, delle quali
si occupa distesamente l'ordinaria Geometria analitica, esse tengono nella Geo-
metria dello spazio il posto che le coniche (III, 1) hanno nel piano.

e) E per noi particolarmente notevole, fra le quadriche, il parabdoloide
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#perbolico, ciod la superficie generata da una retta che si muove parallelamente
ad un piano appoggiandosi a due rette date. Tale superficie si pud dunque consi-
derare come 1" intersezione dei tre complessi speciali

.zaao:-o , 2(5'2'{"“&'):0 ) z(aua+a£u)=0’

e perd le sue generatrici (d'un sistema) appartengono anche ad ogni complesso
della rete

3 [ (ko o) 4 (o A8 - pE)a] =0 . (28)

Le generatrici del secondo sistema sono gli assi dei complessi speciali rappresen-
tati dall’equazione (28) quando fra A e p si stabilisce una conveniente relazione,
ciod

A do - p B aa,+ M P (08 + a"E)=0 . (29)

Ora, poiche tali generatrici hanno i coseni direttori uguali a combinazioni lineari
dei coseni &',B',7" con &",B",v", si vede che sono anch’esse parallele, come quelle
del primo sislema, ad un certo piano. Adunque la superficie vien generata nello
stesso modo dalle rette dell’'uno o dell’altro sistema. Fra A e p. si ponga invece la
relazione

lZa'ao 4~ p.za"ao=0 ,

generalmente distinta dalla (29) se le rette date in principio non s’incontrano,
come si deve supporre quando la superficie non & piana. L’equazione (28) rappre-
senta allora infiniti complessi lineari non speciali, i cui assi son paralleli al piano
direttore, Tale piano si pud anzi fissare in modo che contenga uno degli assi. Cosi,
dovendo essere soddisfatta la relazione (27), la generatrice situata nel piano in-
contra I'asse ad angolo retto, e questa circostanza mostra chiaramente che tutti
gli altri assi stanno per necessita nel medesimo piano, Fissati in tal modo i due
piant direttori, la loro intersezione si chiama asse del paraboloide, e le due gene-
ratrici che incontrano ortogonalmente ’asse si dicono principali per distinguerle
dalle altre nei rispettivi sistemi. Esse debbono incontrarsi appunto percheé non ap-
partengono allo stesso sistema, ed il loro punto comune sta necessariamente sul-
I’asse, e si chiama vertice del paraboloide.

f) Per una generatrice qualunque, situata alla distanza ¢ dal relativo piano
direttore, essendo inoltre T l'angolo di cui si trova spostata dalla direzione prin-
cipale, si ha, in virta di (27), ‘

t
tgr=—= 7 (30)

giacchd, nel caso che qui si considera, I’angolo 6 @& il complemento di 7. Dunque
il paraboloide 7perbolico puo essere generato da una retla, che si sposta paral-
lelamente ad un piano appoggiandosi ad una retla fissa e ruotando intorno
ad essa secondo la legge (30). La retta fissa OM &, se si vuole, la principale ge-
neratrice del secondo sistema ; la sua projezione OP sul primo piano direttore sara,
per conseguenza, la generatrice principale del primo sistema. Ora, se nel detto
piano si eleva da P, projezione di M, la perpendicolare alla projezione della gene-
ratrice che passa per M, e similmente dal vertice O la perpendicolare ad OP, le
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due rette cosi costruite concorrono in un punto fisso F. Infatti la considerazione
dei triangoli rettangoli OPF ed MPF e dell’uguaglianza (30) da

OF =OP. cott=tcotpcott=pecotep ,

chiamando ¢ I'inclinazione di OM sul piano fisso. Dunque (III, 9, a) le projezioni
delle generatrict sul piano divettore inviluppano una parabola, che ha il fuoco
in F ed il vertice in O. Tuttavia si noti che I'inviluppo di queste projezioni & il
vertice quando le generatrici principali sono perpendicolari, nel qual caso il para-
boloide si dice equilatero. Se invece si fanno tendere a zero le costanti ¢ e p in
modo che pcotq si conservi nguale ad una costante non nulla, i doe sistemi di
generatrici tendono a coincidere, ed il paraboloide tende a degenerare nel siste-
ma delle tangenti ad una parabola.

g) Osserviamo, per finire, come il significato di p risulti dalla (30), che da
le uguaglianze

.t i b
p=lim_ , p=lmy, @n
relative ai due sistemi di generatrici. Ben s'intende che, per entrambi i sistemi,
si debbono computare gli angoli T e ©° a partire dalle generatrici principali. Se,
per esempio, la direzione («',B’,v") & quella che si ottiene projettando (a,B, »7,)
sul secondo piano direttore, si ha

2 a'ay,=—senq |, E a"a,==sengcost |, 2 a'a’=cosT ,

e 8i deve prendere A— — pcost’, dimodochd si giunge, merce la formola (26), al
seguente risultato:
_ Apt'sent’ v
p= A p4-2ipcost T tgT =p.

E dunque indifferente prendere 1'uno o I'altro sistema di generatrici per conoscere
il valore della costante p. Siccome poi 8i pud dire altrettanto dell’angolo @, ne ri-
sulta che sono uguali le due parabole inviluppate dalle projezioni delle generatrici
sui rispettivi piani direttori.

h) Varie superficie notevoli sono suscettibili d'una generazione analoga a
quella del paraboloide iperbolico. Se per un punto mobile lungo una retta fissa si
eleva a questa una perpendicolare, in modo che, mentre il punto si sposta di ¢, la
perpendicolare ruoti d’un angolo T, legato a ¢ dalla relazione (30), si & visto che
la retta mobile genera un paraboloide equilatero; ma se a tgt si sostituisce T nel
primo membro di (30), la retta genera un’altra superficie notevole, che si chiama
elicoide rigato a piano diretlore. E se invece di tgt o di 7 si pone sen27, la
superficie generata si chiama cilindroide o conoide di Pliicker, ed & il luogo degli
assi dei complessi lineari d'un fascio qualunque.

8. Superficie rigate. Una rigata si pud considerare (cfr. § 4) come
una successione semplicemente infinita di elementi superficiali, ciascuno dei
quali & la striscia di superficie, compresa fra due generatrici infinitamente
vicine, g e g'. Si chiamano sviluppabili le rigate ad elementi piani, cioé
quelle per le quali & lecito considerare g e g’ come situate in un piano, a
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prescindere da infinitesimi superiori: cio pud accadere sia perché la distan-
za dg delle due rette & infinitesima rispetto al loro angolo 39, sia perché si
ha costantemente 39=0, vale a dire che le generatrici son tutte parallele,
nel qual caso la superficie si chiama cilindro. Il punto di g, che sta sulla
comune perpendicolare a g e g, si muove insieme a g’ quando, fissata g, si
fa tendere g’ a g, e pud darsi che tenda ad un punto Q, fisso su g, che si
chiama punto centrale di g. Il luogo dei punti centrali si chiama spigolo di
regresso quando la superficie & sviluppabile, ed in particolare & chiaro che
per le superficie cilindriche lo spigolo di regresso & tutto all’infinito. Per le
altre rigate, che si dicono storfe, il luogo dei punti centrali si chiama in-
vece linea di stringimento. Se poi il rapporto 3¢:36 tende ad un limite p,
quando g’ tende alla posizione fissa g, si da a p il nome di parametro di-
stributore lungo la generatrice g. Evidentemente le sole rigate per le quali
. & p=0 su tutte le generatrici sono le svi-

luppabili non cilindriche; per le cilindriche,

invece, p & infinito. Ora per un punto M,

fisso su g, si traccino infinite curve, che in-

contrano g in M',M",.... Quando g’ tende a

g, le rette MM', MM",.... tendono a toccare

in M le dette curve, e perd le tangenti in

M a tutte le curve della superficie, che pas-

sano per M, stanno in un piano, che si

chiama piano tangente in M, ed & la posi- -

zione limite del piano determinato dal pun-

to M e dalla retta g'. Normale alla superfi-
cie, in M, & la perpendicolare condotta per M al piano tangente. Cid premes-
80, osserviamo che le tangenti a tutte le curve della superficie, lungo la ge-
neratrice g, formano una congruenza lineare, limite di quella costituita dalle
rette che si appoggiano a g ed a g'. Nella predetta congruenza le rette per-
pendicolari a g formano dunque un paraboloide iperbolico, e perd il loro
orientamento & regolato dalla legge (30), dove, in virta di (81), p & proprio
il parametro distributore, e # rappresenta la distanza QM. Dunque, se si
conosce il piano che tocca una rigata storta in un punto Q della linea di
stringimento, si conosce anche, mediante I'eguaglianza (30), il piano tangente
in ogui altro punto M della generatrice che passa per Q. Sta in cid la legge
di distribuzione dei piani tangenti, scoperta da Chasles. Quando M, per-
correndo g, si allontana indefinitamente da Q, in un verso o nell’altro, il
piano tangente tende a disporsi perpendicolarmente alla posizione centrale.
Ben altrimenti si comportano le sviluppabili. Infatti, quando p & nullo, si ha
w=1/,m, e tutti i piani tangenti, lungo g, coincidono in uno, e cié accade
evidentemente anche per le superficie cilindriche. Dunque fra le superficie
rigate le sviluppabili sono caratlerizzate dal fatto che il piano tangente in
un punto M tocca la superficic lungo tutia la generatrice che passa per M.
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Finalmente si osservi che basta far ruotare di '/,=, intorno a g, tutte le
tangenti perpendicolari a g, per farle diventar normali alla superficie, e per
riconoscere in tal modo che le normali ad una superficie rigata, lungo una
generatrice, formano un paraboloide iperbolico: questo si riduce ad un si-
stema di rette parallele solo nel caso delle sviluppabili.

9. Formole fondamentali. Il parametro distributore d'una super-
ficie rigata, riferita al triedro fondamentale d'una curva qualunque dello
spazio, si esprime facilmente mediante le variazioni delle coordinate «,E,,
%,m,%, della generatrice. Infatti, dividendo (20) per (17), si ottiene

_ 3ad% 4 dpdn 4 &8¢ 32)

T dat4-dpr4-0yt -
Se la curva si sceglie fra quelle che appartengono alla superficie, sono co-
stantemente nulle £,%,%, e le formole (7) danno

¥5=0 , d=—vyds , ¥ =pds ;

3tie

quindi, ponendo 3g per pd0, si ottiene I’eguaglianza (evidente)

dg o 9B o

ds P56 Ts0 3)
La normale alla superficie, nel punto centrale, & perpendicolare a g ed alla
. comune perpendicolare a g e g, definita in direzione da coseni proporzio-
nali a

Bt —%8 , Yda—ady , adf —PBOx .

I suoi coseni direttori sono dunque proporzionali ad una terna di quantita,
la prima delle quali &

(19 — By — (a0 — BOa) B =B - 86" ,

ossia da, trascurando infinitesimi superiori. Dunque, se si tien conto di (17),
si vede che la direzione della normale centrale é definita dai coseni

da 88 O
5 ' 36 ' 36 °
Cio premesso, se si osserva che il triedro formato dalla parallela condotta
per M alla normale centrale, dalla tangente alla curva fondamentale nel
punto M, e dalla perpendicolare a g, elevata per M nel piano tangente, &
rettangolo lungo il terzo spigolo, si trova subito la prima delle uguaglianze
% e T Haane . O VG i eosn -
s =VEFrsent |, L=VFtyicest; (34)
I'altra si ottiene dirigendo invece il primo spigolo perpendicolarmente a g
ed a g'. Intanto la prima uguaglianza diventa, mercé la seconda,
8a_ VB 18 B+
p

9 —
ds p ds sent=

senTCosT . (35)
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D’altra parte, tornando a scrivere la (33), si trova
& % __ 1 /3 B’+*r e
Bl p(ds) " cos't
e 8i ha pure

%, 8 _  ba_ B4y
5‘(3 +T¢7§ =—a = —I——asen‘rcoyr .
Dunque
38 — cos T o COBT
&= (—ycosT— afsent) — A = (Bcost— aysenT) 5 (36)
Finalmente basta porre
1_coslr 1
T Tp T2
e portare i risultati (35) e (36) nelle formole (4) per trovare le condizion:
da B’-I—r
P . + sen2t ,
aB_ v aB
d—s_:—gi)sen?c , 37
dy e« B o
5= F— ——2—sen21' ,

necessarie e sufficients perché le funzgioni a,B,y rappresentino s coseni di-
rettori della generatrice & una superficie rigata, rispetto al iriedro fonda-
mentale d’'una curva tracciata sulla superficie.

10. La linea di stringimento & caratterizzata dalla condizione =0 o da
=0, ed anche, in virtd della prima eguaglianza (34), da 3a =0, ciod

da‘{

s~ p

Da questa sj vede che a & costante se y=0, e reciprocamente. Ora biso-
gna sapere che si chiamano geodetiche d’una superficie qualunque le curve
che hanno per normale principale, in ogni punto, la normale alla super-
ficie. Cid premesso, 1’ultima osservazione permette di asserire, con Bon-
net, che la linea di stringimento, quando é una geodetica, inconira le
generatrici ad angolo costante; ed inversamente la linea di stringimento ds
una rigata, se incontra le generalrici ad angolo costante, ¢ necessariamente
una geodetica della superficie stessa. Se poi ad un tempo si ha y=0 ed « co-
stante, & anche d3a=0, e perd la linea di stringimento é Vunica linea che
pud essere geodelica ed insieme inconirare le generatrici ad angolo costante.
Quando tale linea si assume come curva fondamentale, le formole (37) di-
ventano
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ed esprimono che la direzione («,B,) & invariabile rispetto ad un’altra curva,
che ha la stessa flessione della linea di stringimento ed una torsione u-

guale ad —. In altri termini, se si force la detta linea (mediante rotazioni
infinitesime successive dei piini osclflatori intorno alle tangenti) in modo che
la torsione passi dal valore - ad o mentre restano invariati la flessione e

I'arco, le generatrici, se sono trascinate nel moto restando rigidamente le-
gate ai rispettivi triedri, finiranno per diventar parallele, cioé la superficie
si trasformerd in un cilindro.

11. Sviluppabili. Per le superficie sviluppabili le formole (37) di-
ventano

da_i _______

B4y dB_x  aB  dy a B oy,
ds p+_t 'ds r t ’ ds p r t’ (38)

ma perché sussistano, nel tendere di ¢ a zero, ciod (escludendo i cilindri)
quando si tende ad assumere lo spigolo di regresso come curva fondamen-
tale, occorre che B e y siano nulli. Dunque ogns sviluppabile non cilindrica
¢ il luogo delle tangenti ad una curva storta. Per renderci conto di cid in
modo piu diretto vogliamo prima osservare che la distanza 3¢, quando non
¢ infinitesima come 39, & tale almeno come 962 Infatti, se si assume 6 a va-
riabile indipendente, e se si torna a scrivere la formola (20), ricordando che

RS IV R
d=dt sd' o d e,
si ottiene

Sqdb = (1 + %d-}—%d’) Ydad —1—12 Ndad’s +.....

e si vede subito che il secondo membro, nel quale gi4 sono stati trascurati
gli infinitesimi d’un ordine superiore al quarto, & appunto di quest’ ordine
almeno, se non & del secondo, vale & dire che 3g & del terzo quando non &
del primo ordine. Cid premesso, se per g si conduce il piano parallelo a g', &
chiaro che la distanza del punto centrale Q di g’ al detto piano & anch’essa
infinitesima almeno del terzo ordine, e perd (§ 4) il piano cosi costruito & ap-
punto quello che oscula in Q lo spigolo di regresso. Per dimostrare poi che
g & la tangente allo spigolo stesso basta far vedere che la distanza a g della
projezione di Q sul piano osculatore ¢ infinitesima d’ un ordine superiore, e
siccome questa distanza & uguale al prodotto di QQ’ per un angolo infinitesi-
mo, il teorema & dimostrato. Ed ora & chiaro che ¢ piani tangenti ad una
superficie sviluppabile sono ¢ pians osculators dello spigolo di regresso.

12. E poi importante osservare che ogni semplice infinitd continua di
piani P oscula una curva, ed & per conseguenza 1’ insieme dei piani tangenti
alla sviluppabile che ha la curva stessa come spigolo di regresso, o, come si
suol dire, ogni semplice infinitd continua di piani é inviluppata da una su-
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per ficie sviluppabile. Infatti, se g & 1a posizione limite a cui tende I’ interse-
zione dei piani P e P, quando P’ tende al piano P, supposto fisso, il luogo
delle rette g & una rigata sviluppabile, perché ammette come piano tangente
unico, lungo g, il piano P. Per convincersi di cid basta osservare che, se M &
un punto qualunque di g, il piano Mg’ tende a confondersi con P; a tale con-
clusione si perviene con maggior rigore mediante il calcolo. Si noti (¢fr. I, 5)
che, se si deriva I'’equazione di P esprimendo che 2,y ,# soddisfano alle con-
dizioni d’immobilita (8), si deve ottenere 1'equazione d’un altro piano che
passa per g. Ne segue, fissando sulla superficie la curva fondamentale, che
le due equazioni debbono esser prive del termine indipendente, e perché cio
avvenga & necessario che manchi nella prima anche il termine in 2. Dunque
P contiene la tangente, e perd coincide col piano tangente nel punto che si
considera.

13. Hanno importadza nello studio delle curve storte le superficie invi-
luppate dalle facce del triedro fondamentale:

a) Gid si & visto che i piani osculatori inviluppano la superficie che
ammette la curva stessa come spigolo di regresso. Si ha di cid una rapida
conferma dal calcolo, giacché derivando 1'equazione del piano osculatore
(y =0) siottiene 2= 0; poi, derivando ancora, =0, vale a dire che la gene-
ratrice & la tangente alla curva, e lo spigolo di regresso ¢ la curva stessa;

b) Per la definizione (§ 1) dell’asse polare i piani normali debbono in-
viluppare appunto la superficie generata da questa retta: a tale superficie si
da il nome di sviluppabile polare. La derivazione dell’equazione del piano
normale (2=0) dd 2=p, e perd I’asse polare incontra la normale principale
nel punto (centro di curvalura) situato alla distanza p da M;

¢) Finalmente l'inviluppo dei piani rettificanti si chiama sviluppabile
rettificante, perché su tale superficie la curva & necessariamente una geode-
tica, e d’altra parte si dimostrera che le geodetiche d’una superficie segnano
su questa il pilt breve cammino fra due punti qualunque, non troppo lontani,
della superficie stessa. Ne segue che, quando si svolge la superficie per ap-
plicarla sopra un piano nel modo accennato in fine del § 10, la curva si tras-
forma in una retta, perché deve continuare a segnare nel piano il piu breve
cammino fra due punti. Trarremo subito dal calcolo una facile conferma di
questo fatto. Derivando 1'equazione del piano rettificante (¢=0) si trova
immediatamente che 1’ inclinazione ¢ della generatrice della sviluppabile
rettificante sulla tangente alla curva & determinata dalla formola

»
tge= . (39)
Se ai coseni direttori di tale gencratrice (#=cos¢,p=senc,y=0) si appli-
cano le formole (4) si ottiene

da de 3B de Oy _ cose  seme
TS o g Ty o g T, T =0

18
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quindi da® - 3g* 4 ¥*=d:*. Dunque I'angolo di due generatrici rettificanti
infinitamente vicine ¢ de. Cid premesso, se immaginiamo che si faccia ruota-
re intorno alla generatrice g’ il piano rettificante g'z’ finché coincida col
precedente piano gz, & chiaro che la tangente in M’ andra a coincidere con
la tangente in M, vale a dire che due elementi consecutivi (§4) qualunque
si disporranno in linea retta;

d) Qui & utile aggiungere le seguenti considerazioni. Quando di tre
generatrici g,g’,g"” d’'una sviluppabile qualunque, consecutive nel senso del
§4, si suppone che g” ruoti intorno a g’ fino a trovarsi in uno stesso piano
con g e g, il panto M’ non si muove e ’angolo (g',g") non varia. Ne segue che
lo spigolo di regresso, mentre diventa piano, conserva inalterata la flessione
in ogni punto. Dunque ad ogni curva dello spazio si pud far corrispondere
punto per punto una curva piana, in modo che due archi corrispondenti qua-
lunque siano uguali, e la flessione in due punti corrispondenti sia la stessa.
Basta, per questo, applicare sopra un piano la sviluppabile delle tangenti. E
poi chiaro che 1'equazione intrinseca della curva piana in cui viene cosi a
trasformarsi una curva qualunque si ottiene eliminando la torsione fra le e-
quazioni intrinseche della curva storta. Ogni altra sviluppabile, condotta
per la curva considerata, si pud applicare sopra un piano distruggendo la
torsione, ma in pari tempo alterando la flessione della curva. Esiste una svi-
luppabile tale che la sua applicazione sopra un piano distrugga totalmente
anche la flessione della curva, trasformi cioé¢ la curva in una relta? Una
tale superficie esiste sempre, e, per le cose dette innanzi, essa & precisamen-
te quella che abbiamo chiamata sviluppabile rettificante.

14. Partendo da una curva qualunque d’ una sviluppabile & facile deter-
minare lo spigolo di regresso. Questo & generato dal punto (— fa,—8,—1y),
ed infatti 1’ applicazione delle formole (3) a tali coordinate da, osservando
le (38),

bz

_ %y dz de
d—s .

a—d_s '6=£:Y=a—d—s .
Cosi vediamo inoltre che I'arco dello spigolo di regresso &

s'=fads——t ,

e che tale curva si riduce ad un punto quando ¢=fads: & dunque questa
un’ eguaglianza che caratlericza le superficie coniche. In particolare, per
a=0, ¢ & costante, e perd le trajettorie ortogonali delle generatrici d'un
cono sono linee sferiche. Se poi, mentre si ha a=0, & {=_cosfante, 1a condi-
zione t=Jads & soddisfatta, e perd la superficie & necessariamente conica.
Nel caso generale le formole (4), quando si tenga conto delle (38), danno

ba B+ W_ oB ¥ _ o

ds~ ¢ ' ds t

) (49)

9’ =

ds 14
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e fanno cosi conoscere la-direzione della normale principale. Ne segue che i
coseni direttori a,b,c della binormale sono proporzionali a 0,v,—8; poi,
applicando nuovamente le formole (4) e (38), si trova :

da_ d dc __ Bt
Sa OB of 3
P (e*+v')e

Ed ora basta quadrare e sommare le (40) e le (41) per ottenere i raggi di
curvatura dello spigolo di regresso:

) = a) @

15. Sviluppate e sviluppanti. Se (¢fr. II, 9) le tangenti ad una
curva sono normali ad un’altra curva, la prima si chiama sviluppata della
seconda, e questa si dice sviluppante della prima. In altri termini le trajet-
torie ortogonali delle generatrici d’una sviluppabile qualunque sono le svi-
luppanti dello spigolo di regresso. Prendiamo come curva fondamentale una
di queste trajettorie. Siccome i coseni direttori (¢=0,8=sen¢,y=rcos¢)
della generatrice debbono soddisfare alle condizioni (38), si ha

(41)

a 1
—tecosy=p , il (43)

La seconda uguaglianza continua ad essere soddisfatta quando a ¢ si ag-
giunge una costante arbitraria. Ne segue che, se le generatrici d'una svilup-
pabile ruotano d'uno stesso angolo intorno ad una loro irajetioria ortogo-
nale, esse non cessano di costituire una superficie sviluppabile. La prima
eguaglianza ci dice invece che la coordinata z del punto dello spigolo di re-
gresso & uguale a p, vale a dire (§ 13, b) che il detto punto sta sull’asse po-
lare, ciod lo spigolo stesso appartiene alla sviluppabile polare. Dunque le
infinite sviluppate d’una curva son tutle situate sulla sviluppabdile polare.
Inoltre, se si osserva che, in virtu delle (40), nel caso attuale sono nulli 38 e
3y, 8i riconosce subito che il piano rettificante della sviluppata coincide col
piano normale alla sviluppante. Ne segue che, quando la sviluppabile polare
duna curva si applica sul piano, tutte le sviluppate della curva stessa si
rettificano. Finalmente le curvature delle sviluppate son date dalle formole
(42); e se si tien conto delle (43) si trova

§= P P d p . p d p (44)

—_ p= adl —

cosd cos{ ds cosy ’ T — " sen{ dscos}

Quando si conoscono p,r e conseguentemente ¢ in funzione di s, basta elimi-
nare 8 fra le precedenti uguaglianze per trovare le equazioni intrinseche di
una sviluppata qualunque. Per ¢ =0 si ricade sulle formole relative alle
curve piane. Anche per una curva storta le sviluppanti si possono considera-
re, in virtd dell’eguaglianza —f¢=4¢', come descritte dai punti d'un filo fles-
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sibile ed inestendibile, primitivamente avvolto sulla curva, e che si va poi
svolgendo mantenendosi sempre teso. Cosi & facile spiegarsi cid che risulta
dalla prima formola (43) quando si osserva che p si annulla con ¢, cioé che
lo spigolo di regresso d’una sviluppabile é il luogo dei punti di regresso delle
trajettorie ortogonali delle generatrici.

16. Asse centrale. Si chiama cosi la comune perpendicolare a due
normali principali infinitamente vicine. Questa retta, parallela a due piani
rettificanti infinitamente vicini, & parallela alla generatrice rettificante, e
perd, se A & 1a sua distanza dal punto M della curva, le sue coordinate sono

a=cosc , B—senc , y=0 , £=—hsenc , n=hcosc , {=0 : (45)

¢ & dato dalla formola (39), ed A si determina esprimendo che la retta con-
siderata e la normale principale nel punto M, infinitamente vicino ad M, si
incontrano. Quando si passa dall’'una all’altra normale le coordinate subi-

1
scono, in virtu di (4) e (7), variazioni proporzionali ad —:—,7,0,0, 1,0. Dun-
que la condizione per I'incontro &

g U] . . o 1 cote 1
'5+7+B—0 y cloc ?—"'-’_———7:
e finalmente, osservando (39), .
pr
h= p——-, T . (46)

Dunque I'asse centrale incontra la normale principale fra il punto M ed il
centro di curvatura, dividendo il segmento rettilineo, che termina in questi
punti, nel rapporto di sen’c a cos®e. Se alle coordinate dell’asse centrale si
applicano le formole (4) e (7), si trova subito, merce le formole (17) e (20),

d=de , dg=dh , (47)

e perd dh:de & il parametro distributore della superficie generata dall’asse
centrale. Questa retta si presenta in varie interessanti questioni. Cosi, per
esempio, quando si considera il moto del triedro fondamentale lungo la cur-
va, U asse centrale, nello spazio rigidamente fissato al triedro, é $1 luogo
istantaneo dei punti che si spostano meno velocemente di tutts gli alirs. In-
fatti lo spostamento ds d’un punto rigidamente legato al triedro fondamen-
tale si deduce subito dalle formole (3), quadrandole e sommandole, e suppo-
nendovi z,y,# costanti:

2
ds' z 2 2t z  y\*
(s 2e )
Poste uguali a zero le derivate parziali del secondo membro rispetto ad
Z,Y,%, si ottiene

x Y z 1 z
‘;'*",?-—0 ) (;“—1)?4—?—0 ,
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cioé y==xtge, #=nh, dove & ed ¢ hanno i significati (46) e (39); poi si vede
che sulla retta cosi trovata si ha ds’=cose.ds. La precedente proprieta del-
I’asse centrale si spiega osservando che le normali alle trajettorie di tutts i
punti rigidamente legati al triedro fondamentale costituiscono un complesso
lineare, il cui asse é U'asse cenirale della trajetioria dell’origine, ed & anche,
evidentemente, 1'asse centrale di tutte le altre trajettorie. Infatti, se la di-
rezione (e,B,Y) & quella d'una normale in (2,y, 2) alla trajettoria di que-
sto punto, la condizione di perpendicolaritd adz P8y y82 =0 diventa, in
virta delle (3),

?»

a(l—%)—ﬁ?_——l—'r(%—{—i):O , ciod —%—%—i—a:O:

questa & (§ 7, ¢) I'’equazione d'un complesso lineare, nel quale, in virta di
(26), 8si ha p—=—hcote, vale a dire che p, come risulta dalla (33), ¢ il para-
metro distributore sulla superficie delle normali principali; poi dalle formole
(23) e (25) si ricavano per le coordinate dell’asse appunto i valori (45). Del
resto, siccome la curva fondamentale si pud scegliere ad arbitrio fra le tra-
Jjettorie dei punti d’'un sistema rigido, & chiaro che la retta trovata & asse
centrale di qualunque altra trajettoria. Ne segue che le normali. principali
di tutte le trajettorie sono le rette che inconirano ortogonalmente U'asse cen-
trale. Si possono poi facilmente costruire anche le tangenti, le binormali ed
i raggi di curvatura, dopo avere osservato che Acote ha un valore unico per
tutte le trajettorie.

X. CURVE STORTE NOTEVOLL

1. Curve sferiche. Una linea tracciata sopra una sfera ha tutti i
suoi punti a distanza costante R da un punto O, centro della sfera. Le coor-
dinate di questo punto rispetto al triedro fondamentale della curva conside-
rata sono dunque tre funzioni x,y, 2, costantemente legate dalla relazione

o4 y* 4 :*=R?, (1)

e soddisfacenti alle condizioni (8) del precedente capitolo. Una prima deri-
vazione della (1) dA 2=0. Dunque ¢ piani normali di tutte le linee tracciate
sopra una sfera concorrono nel centro. La derivazione di =0 d& z=p.
Dunque ¢l centro di curvatura in un punto qualunque d’una linea sferica si
oltiene projettando sul piano osculatore il centro della sfera. Finalmente, de-
rivando ancora #=g¢, i trova il valore di y, e si vede che le coordinate del



centro della sfera sono J
°=0 , y=—ro , z=p; )

sostituendole in (1) si ottiene '
dp\*? .
| N | | . 3
Ri=e (rds) @)

Questa eguaglianza caratlerizza le linee iracciate sopra una sfera di raggio
R. Infatti, se si applicano le formole (3) del capitolo precedente alle coordi-

nate (2), 8i trova

dx dy p , df dp dz

=0 a;——[7+£('a;)] v =0 )
e la derivazione di (3) di 8y =0. Dunque, quando & soddisfatta la condizio-
ne (3), esiste un punto fisso O, la cui distanza dai punti della curva & co-
stantemente uguale ad R, cioé la curva appartiene ad una sfera di raggio R

e di centro O. Ed ora possiamo aggiungere che la condizione necessaria ¢
sufficiente perche una curva sia sferica ¢

L2 (-®)=o. ®)

2. Per qualunque curva esiste sempre, in ciascun punto M, una curva
sferica che ha lo stesso triedro fondamentale, e curvature uguali a quelle
della curva considerata. La seconda curva appartiene necessariamente alla
sfera che ha il raggio R, dato dalla (3), ed il centro nel punto O, definito
dalle coordinate (2). Questa sfera si dice osculatrice alla prima curva nel
punto M. La tangente alla curva (0), in O, & subito determinata dalle (4):
essa & parallela alla binormale di (M), e supponendola diretta in senso in-

verso si ha
=tz (-2) ©)

Evidentemente la tangente di cui si tratta & 'asse polare di (M). In altri ter-
mini ¢ luogo dei centri delle sfere osculatrici é lo spigolo di regresso della
sviluppabile polare. Non occorrono dunque altri calcoli per veder subito che
la binormale di (0) & parallela alla tangente di (M), e che, per conseguenza,
le normals principali alle due curve son parallele: noi le supporremo dirette
in sensi opposti. Inoltre si ha manifestamente

p_r_ds

r p ds' )
Intanto si noti che le coordinate di M nel piano osculatore di (0) sono

dp
z= r— , y=p; portandole in (6) si ottiene ds’ ——ds—dz; quindi

9

dx ( y ds ) ds y dy x ds @
= —==—1 = g T .
ds' p ds r ds [

s —\r ds =
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INe segue che ¢l punio M si puo considerare come fisso nel piano oscula-
Zore di (0). Cid & del resto evidente se si osserva che, quando M passa alle
Pposizioni successive M, ecc., nel senso gia indicato (I1X, 4), il piano normale
di (M) ruota intorno ad O. In altri termini i piani normali agli elementi MM’,
M 'M",M"M" concorrono in Q. Cosi chiaramente 8'intuisce un fatto che il
calcolo dimostra con tutto rigore, cioé che la sfera osculatrice in M é il li-
mite della sfera che passa per M e per altri tre punti della curva quando
questi tendono ad M.

3. Eliche cilindriche. Si chiamano eliche cilindriche le curve che
incontrano sotto un angolo costante le generatrici d'una superficie cilindri-
ca. E chiaro che queste curve sono le geodetiche (IX, 10; 13, ¢) di simili su-
perficie, perchs si trasformano in rette quando le superficie stesse si svolgo-
no sul piano. Se «, B,y sono i coseni direttori della generatrice, le condizioni
d’ invariabilitd (IX, form. 10) debbono essere soddisfatte per « costante, e

perd si ha necessariamente =20, 2z + —,B— =0, dimodoché si pud porre

a=cos¢,B=senc, dove ¢ ha il solito significato (IX, form. 39). In altri ter-
mini, come si era previsto, la superficie rettificante & lo stesso cilindro. In-
tanto ¢ & costante. Inversamente, quando ¢ & costante, le condizioni d’in-
variabilitd sono soddisfatte dai coseni a=cose, p=sene, y=0, e perd la
curva & tracciata sopra un cilindro, e ne incontra le generatrici sotto I'an-
golo costante e: essa & un’elica cilindrica. Dunque perché una curva sia
un’elica cilindrica & necessario e sufficiente che il rapporto delle sue curva-
ture sia costante.

4. Teorema di Puiseux. Fra le eliche cilindriche la pil semplice
& I'elica circolare, ciod quella che, essendo tracciata sopra un cilindro circo-
lare, ha tutti i suoi punti ugualmente distanti da una retta (asse del cilin-
dro). E chiaro che qualunque normale alla superficie incontra 1'asse ad an-
golo retto, e perd fanno altrettanto le normali principali della curva, giacchd
questa & una geodetica. Dunque con 1'asse del cilindro, comune perpendico-
lare a tutte le normali principali, coincidono tutti gli assi centrali (IX, 16).
Ne segue che dev’essere costante la distanza 4 ; poi le formole (39) e (46) del
precedente capitolo danno

h h

pP= y r=-—

T cos’e senccose

¢ mostrano che sono costanti anche p ed r. Inversamente, quando p ed » sono
costanti, sono tali anche ¢ ed 4, e pero (IX, form. 47) si ha pure 36=0, 8¢=0.
La prima eguaglianza prova che I'asse centrale resta costantemente paral-
lelo a 8& stesso; la seconda mostra invece che I'asse centrale non si sposta
lateralmente. Esso non puo che scorrere lungo una retta, fissa nello spazio, e
pero il punto M, che resta alla distanza costante % da questa retta, si muove
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sopra un cilindro circolare, descrivendo una curva che incontra le generatrici

sotto 'angolo costante €. Dunque perché una curva sia un'elica circolare é
necessario e sufficiente che le sue curvature siano costanti.

5. BEliche e geodetiche delle superficie coniche. Si chiama-
no eliche coniche le curve che incontrano sotto un angolo costante le genera-
trici d’un cono. Esse non sono mai le geodetiche di tali superficie, perche
non si rettificano quando la superficie del cono si applica sul piano, ma si
trasformano invece (I, 11, ¢) in spirali logaritmiche. Nelle condizioni (38)
del precedente capitolo supponiamo che & sia una costante diversa da zero,
escludendo cosi un caso gia considerato (IX, 14). Allora dovra essere {—as;
quindi, dopo aver posto B=}/1 —a’*send , y=}1— a’cos}, le dette con-
dizioni diventano

Vi—o®p 1_db tg¢
Yy T & T @)
Data una curva piana qualunque si pud sempre, senza fletterla, torcerla in
modo che diventi un’elica conica: la prima eguaglianza (8) serve a calcolare
la funzione ¢; poi, sostituendo questa nella seconda eguaglianza, si deter-
mina la torsione che in ogni punto bisogna dare alla curva affinché questa
incontri sotto un angolo costante le generatrici d’un cono, il cui vertice ha
le coordinate — fa, — B, —y. Invece per le geodetiche bisogna, nelle predette
condizioni (38), porre & =cose, p=senc, y=0; si ottienc cosi la seconda
delle seguenti uguaglianze:
de sene
e ©
Si sa (IX, 14) che la prima & quella che caratterizza le superficie coniche. Se
ne deduce successivamente

dt  de

TR0 0 T e

¢ c
— =cos¢-
ds !

vale a dire che la projezione del vertice del cono sul piano normale in M re-
sta alla distanza costante a da M. Portando I'ultimo risultato nella seconda
delle (9) ed integrando si ottiene sr = ap. Dunque nelle geodetiche delle super-
ficie coniche la torsione varia come il prodotto della flessione per Uarco. Que-
sta proprietd non appartiene ad altre curve, perche, supponendola soddisfat- -
ta, si verifica subito, mediante le solite condizioni d’ immobilita, che il punto
(—s,a,0) & fisso nello spazio, vale a dire che il piano rettificante inviluppa
un cono.

6. Circoli storti. Un circolo storto & la curva che si ottiene torcendo,
senza fletterlo, un circolo piano, diguisaché una delle sue equazioni intrinse-
che & sempre p=costante. In questa ipotesi la formola (3) d4 R=p, e perole
sfere osculatrici d’un circolo storto son tutte uguali fra loro. Questa proprie-
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ta non appartiene ad altre curve. Infatti la derivazione della formola (3) da

dR _rp , @ dp) dp
Ra—[7+d—s('a; "3
Ne segue che, se R & costante, e se non & soddisfatta la (5), nel qual caso

tutte le sfere coinciderebbero in una, & necessariamente costante anche p.
Inoltre le formole (6) e (7) danno

s'=Rfofs—. , p=R , =R},

Dunque, come ha trovato Bouquet, ¢l luogo dei centri di curvatura @’ un
circolo storto é un aliro circolo storto, che ha la stessa flessione, ed una tor-
sione che varia in ragione inversa della torsione del primo circolo.

7. Esercizii: a) Puo un’elica appartenere ad una sfera? Perché cid avven-
ga la condizione (5) dev’essere soddisfatta quando vi si pone r—=—ptge, con ¢
costante. In tal modo si ottiene successivamente

% (p z-—:) =—cot’e , p*+ s*cot’c=-costante.
Dungque (I, 8, ¢) le eliche sferiche si deducono per semplice torsione dalle ipocicloi-
di, dalle epicicloidi e dalla cicloide (¢ <!/, ®, ¢> '/, ®, e="/,%).

b) Esistono eliche cilindro-coniche, cioé curve che siano eliche ad un tem-
po sopra un cilindro e sopra un cono? Bisogna che siano soddisfatte le condizioni
(8) e simultaneamente si abbia »=——ptge, con ¢ costante. Prima si osservi che
le (8) si possono scrivere nel seguente modo:

Vi—a?
o

Integrando la seconda e portando il risultato nella prima si trova che le eliche ci-
lindro-coniche hanno ¢ raggi di curvatura proporzionali all’arco, misurato a
partire dal vertice del cono. Reciprocamente ogni curva rappresentata dalle equa-
zioni intrinseche p—=+ks,r=~%'s, & un’elica cilindro-conica, perchs, determinate le
costanti e, mercd le relazioni

Vi—a

o

scosy—=—

cote .

) %(ssenv{;):

k=—cotycote , &E=coty , send¢=

cote ,

& chiaro che le condizioni accennate in principio sono soddisfatte; e si pud aggiun-
gere che la curva appartiene ad un cono circolare, perchd la direzione invaria-
bile (cose,sene,0) delle generatrici del cilindro fa un angolo costante con quella
(a,B,7) del raggio vettore. Le eliche cilindro-coniche sono, per cosi dire, le spi=~
rali logaritmiche dello spazio a tre dimensioni: esse godono della singolare pro-
prieta, gia segnalata (II, 7, ?) per le dette curve, di non deformarsi quando ven-
gono sottoposte ad una dilatazione uniforme intorno ad un punto qualunque dello
spazio.

¢) Quali sono le sviluppanti delle eliche cilindriche # Riferendoci alle for-
mole del capitolo precedente osserviamo che, se il rapporto di p’ ad ' si suppone
costante nelle formole (44), & necessario che ¢ sia costante, ed allora la seconda

19
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formola (43) mostra che la torsione della sviluppante & nulla. Danque le svilup-
panti delle eliche cilindriche sono curve piane. Procedendo in senso inverso si
riconosce facilmente che non esistono altre sviluppate di curve piane. Inoltre, se ci
rammentiamo che la binormale della sviluppante e la generatrice rettificante della
sviluppata son parallele, vediamo subito, nel caso delle eliche, che ¢ pian: delle
sviluppanti sono perpendicolari alle generatrici del cilindro. Nel caso partico-

lare dell’elica circolare le formole (44) danno
2

=p'cos’y=—1r'sendcosy = _S’_, ,

Pt
cioé p?=2as, chiamando a il raggio del cilindro. Dunque le sviluppanti delle eli-
che circolari sono sviluppanti di circolo.

d) Una delle sviluppate d’una curva sferica si riduce manifestamente al cen-
tro della sfera; le altre se ne deducono facendo ruotare d'uno stesso angolo intorno
alla curva, nei rispettivi piani normali, i raggi della sfera. In particolare, se nelle
solite formole (44) si cambia ¢ in ¢ — '/, =, rappresentando con ¢ 'angolo della
pormale principale in M col raggio OM, dimodoché p=Rcos{, si ottengono le
formole

dp

Pas

. ._Ra r e @
s’=Recoty , p_?a(cot $) , =R acotqa,

che definiscono lo spigolo di regresso della sviluppabile civcoscritia alla sfera
lungo la curva data. Siccome si ha s'r'=Rp', si vede (§ 5) che il detto spigolo &
geodetica d’un cono. E questa una proprieta evidente se si riflette che la sviluppa-
bile polare d’una curva sferica & necessariamente un cono, sul quale appunto sono
geodetiche (IX, 15) tutte le sviluppate della curva data.

e) Costruire una serie di sfere, che abbiano i loro centri sopra una data
linea, e risultino osculatrici ad una stessa curva. Questo problema, proposto da
Jamet, sirisolve facilmente se si osserva che, in virtd d’una nota (§ 2) proprie-
ta, una linea qualunque si riduce ad un punto quando la sua sviluppabile po-
lare si applica sul piano. Con cid si vuol dire che quando i piani normali, me-
diante successive rotazioni intorno ai corrispondenti assi polari, vanno a coincidere
in un piano fisso, i punti della curva, rigidamente fissati nei detti piani, finiscono
per confondersi in un sol punto del piano fisso. Per risolvere il problema di Jamet
bisogna cominciare dal trasformare la data curva (0), alterandone la sola torsione,
in una curva piana (O); si deve poi costruire una serie di sfere che passino per un
punto arbitrario M del piano di (O’), ed abbiano i loro centri su (O'). Basta ora tor-
cere la curva (O'), senza fletterla, fino a restituirle la primitiva configurazione (0):
le sfere, rigidamente trascinate nel moto, non cesseranno di osculare una stessa
curva, luogo delle posizioni occupate da M nei piani osculatori di (O). Adunque
ogni serie di sfere si pud rendere osculatrice ad infinite curve deformando con-
venientemente la linea dei centri; e due configurazioni qualunque di questa linea
si potranno sempre dedurre I'una dall’altra per semplice torsione.

8. Curve di Bertrand. Si chiama curva di Bertrand ogni linea
che ha le curvature linearmente vincolate:

5
%+7=1. (10)
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In particolare sono curve di Bertrand i circoli storti (J=0) e le curve a tor-
sione costante (a=0). Anche le eliche si possono considerare come curve di
Bertrand, giaccheé facendo indefinitamente crescere a e b, in modo che il loro
rapporto tenda ad un limite cote, 'equazione (1Q) tende a convertirsi nella
equazione caratteristica delle eliche: r —=—ptge. Le curve di Bertrand sono
caratterizzate dalla seguente proprietd: le loro normali principali sono nor-
mali principali di un’altra curva. Sulla normale principale d’una curva qua-
lunque (M) prendiamo il punto M, alla distanza a da M. Applicando le for-
mole fondamentali alle coordinate (0,0, a) si ottiene

dx a By a %z da

G T BT T dsTas an
Ora, affinch® (M,) incontri ortogonalmente le normali principali di (M), bi-
sogna che si abbia 82=0, cio? che a sia costante. Siano & =cos6, p—=sen6,
v =0 i coseni direttori della tangente ad (M,), in M,, dimodoche

a a
?——7cot0__1 . (12)
Per le formole fondamentali, relative alle direzioni, si ha
da db 83 do Oy __cosf | senf
5_—sen0a N 05 , ds +-—— »  (13)

e si vede che dev'essere costante anche 0 affinché la normale principale di
(M) coincida in ogni punto con quella di (M,). Ed ora si noti che I'equazione
(12) definisce una curva di Bertrand, per la quale si ha b=—acot6. E chiaro
a priori che anche (M,) & una curva di Bertrand, per la quale @ e b debbono
avere gli stessi valori. Del resto dalle formole (11) e (13) si deduce

ds, Va*+ 8 a4 b r

= , =a—b— ;

ds r Py P
e poiche, scambiando fra loro le due curve, il rapporto ds:ds, ha il valore
Va4 b%:r,, si vede che dev'essere rr,= a®-b*, proprietd gii notata nel
caso dei circoli storti. Si verifica poi facilmente che I'equazione (10) appar-
tiene anche ad (M,). La corrispondenza fra le due curve diventa illusoria
per le curve a torsione costante, giacché, per a nullo, (M) ed (M,) coincidono.
Quando poi una delle curve tende a diventare un’elica, I'altra si allontana
all’infinito. Finalmente & utile osservare, nel caso generale, che ¢ #riedrs
fondamentali delle due curve sono rigidamente legati fra loro.

9. Dalla precedente questione si & naturalmente condotti allo studio
delle superficie formate dalle normali principali ad una curva. Se questa si
prende come curva fondamentale, le formole (87) del precedente capitolo deb-
bono essere soddisfatte per a =B=0,y=1, e perd si ha

1 senTcosT 1  cos’t

—_—_—— ] == ’

P v r p
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ciod T=¢ e p=—"hcote, come si & gi3 osservato (IX, 16) per altra via. Af-
finché sulla superficie esistano due linee, che ammettano le generatrici come
normali principali, & necessario che ciascuna di esse sia una curva di Ber-
trand, ed in generale non potra esisterne una terza; ma se questa esiste, do-
vranno esisterne infinite altre, che son tutte le eliche circolari definite dalle
infinite coppie di valori costanti di p e di r, soddisfacenti alla (10) per una
data coppia di valori di @ e di 5. Una delle infinite eliche (p—=o00,r=">) si
riduce ad una retta, asse comune degli infiniti cilindri circolari sui quali son
tracciate le eliche stesse, e linea di stringimento (r=0) della superficie. In-
tanto, poichd il parametro distributore p ha il valore costante b, anche il
rapporto fra la distanza e 1’angolo di due generatrici qualunque si conserva
costantemente uguale a b. Dunque (IX, 7, ) la superficie & un elicoide a pia-
no diretiore.

10. Ad un’altra proprieta caratteristica delle curve di Bertrand si giun-
ge cercando se pud accadere che una retta rigidamente legata al iriedro fon-
damentale d'una curva resti normale alle trajettorie dei suoi punti. Eviden-
temente una tale retta deve appartenere al complesso delle normali, trovato
nell'ultimo paragrafo del capitolo precedente, e perd fra le sue coordinate,
che si suppongono costanti, deve intercedere la relazione

£ m

T ta=0. (14)
Se le curvature variano, e se varia ad un tempo il loro rapporto, come acca-
de in generale, non si pud soddisfare alla (14) se non prendendo a=0,5=0,
n==0. Queste equazioni rappresentano le normali alla curva e le altre per-
pendicolari alla tangente, situate nel piano rettificante. Un primo caso ecce-
zionale si presenta quando le curvature, pur variando, si conservano in un
rapporto costante, nel qual caso la curva & un’elica non circolare. Si soddi-
sfa allora alla (14) prendendo a=0, £cose -}-nsenc =0, e perd le parallele al
piano normale, che incontrano la generatrice, sono le sole rette che rispon-
dano alla questione. Ma se 'elica & circolare la condizione (14) non si scin-
de, ed ogni retta del complesso delle normali gode della proprietd enunciata.
Del resto questi casi rientrano nel caso eccezionale unico delle curve di Ber-
trand. Infatti, quando fra le curvature intercede il vincolo (10), si soddisfa
alla (14) prendendo

g=—ba , n=aa, ‘ (15)

e non altrimenti. Di queste equazioni la seconda rappresenta il complesso
delle rette che incontrano la parallela g, condotta da M, alla binormale di
(M); ed alla prima si pud sostituire I'equazione

a4+ =0, (16)

che rappresenta il complesso delle rette che si appoggiano sulla parallela g
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condotta per M alla binormale di (M,). Dunque guelle rette rigidamente le-
gate al triedro fondamentale d'una curva di Bertrand, che incontrano g e
g, , restano normali alle trajettorie di tutti ¢ loro punti. In particolare per
ogni circolo storto le rette che rispondono alla questione son quelle che si
ap poggiano sulla tangente e sull’'asse polare. Per le eliche non circolari g, sta
2ll’ infinito nel piano normale e g & la generatrice del cilindro. Invece un’eli-
ca circolare si pud in infiniti modi considerare come una curva di Bertrand,
e le infinite congruenze che in tal modo si ottengono costituiscono appunto
1" intero complesso delle normali. Finalmente nel caso delle curve a torsione
costante non si pud pil sostituire I'equazione (16) ad una delle (15); queste
diventano W=0,£=—ra, e non rappresentano rettc che si appoggiano su
due rette distinte. Cid avviene perche, nel caso considerato, (M,) coincide con
(M), e le rette g e g, tendono a confondersi con la binormale, in guisa che il
rapporto del loro angolo alla Ioro distanza tende ad un limite, che misura la
torsione della curva. Le rette che rispondono alla questione sono dunque
allora tutte le tangenti ad una certa superficie storta, lungo la binormale.

11. Le linee di Bertrand sono curve particolarissime fra le linee intrin-
secamente definite dall’'equazione

A B C P, 6 Q
P"+F+E‘=?+T . an

Queste si presentano come eccezionali quando si cerca se esistano sviluppa-
bili fra le superficie generate dalle rette rigidamente connesse al triedro fon-

damentale. Si sa dal precedente capitolo che le coordinate (costanti) di tali
rette debbono soddisfare alla condizione

ad% - 880+ Oy 3% =0 ,

che prende appunto la forma (17) quando si fa uso delle formole fondamen-
tali, purchd si ponga

Bn_o&__ omtpBE_aB_ Bty
o

AT B C P (18)

Se fra le curvature non sussiste alcun vincolo del tipo (17), conviene che si
annullino nelle (18) tutti i numeratori, e siano conseguentemente soddisfatte
le condizioni a=1,p=0,%=0, le quali definiscono le parallele alla tangente,
tracciate nel piano rettificante. Adunque son queste, in generale, le sole ge-
neratrici di sviluppabili; ma altre simili rette possono esistere quando la
curva appartiene alla classe definita dall'equazione (17). Effettivamente, se
non sono tutti nulli i coefficienti della detta equazione, eliminando £ ed v fra
le (18) si ottengono le relazioni

Ao’ Bp'+Cop=0 , P(B'+v")=QoB, (19)

per le quali si vede che esistono, in generale, alfre quattro generatrici di svi-




— 150 —
luppabili parallele alle intersezioni d’un certo cono quadrico con una copp.a
di piani: il cono, che ha il vertice sulla curva, tocca, lungo la tangente, il
piano osculatore, ed i piani passano per la normale principale. Tuttavia si
noti che, se A,B,C sono nulli, svanisce la prima equazione (19), I'equazione
(17) rappresenta un’elica, e le generatrici del cono rispondono tutte alla que-
stione, poiché dalle (18) si trae ancora £=0,1=0.

12. In cid che precede, affermando che le (19) ammettono un numero li-
mitato di soluzioni comuni, si é tacitamente supposto che il secondo membro
della (17) non sia, nel senso algebrico, un divisore del primo. Nel caso con-
trario l'equazione si riduce alla forma (10), e rappresenta una curva di Ber-
trand. Siccome poi a P ed a Q si possono attribuire valori arbitrarii, purché
non entrambi nulli, anche per queste curve, come per le eliche, infinite altre
rette rispondono alla questione proposta. Scritte le (19) sotto la forma

(aa+B)(Pa+QB)=0 , a(Pa+-QE)=P,

si vede subito che si pud ad esse in due ben diversi modi soddisfare, annul-
lando cioé I'uno o I’ altro fattore del primo membro della prima equazione.
Quando si pone uguale a zero il secondo fattore, & P=0, in virta della se-
conda equazione, e perd anche B =0. Inoltre

A=Pa=0 , B=Qb , C=P64+Qa=Qa .

Cid premesso, le (18) diventano

T numeratori son tutti nulli solo quando sian tali v ed %: si ritrovano allora
le infinite parallele alla tangente, tracciate nel piano reitificante. Nel caso
contrario le ultime equazioni definiscono una congruenza, dalla quale la con-
dizione B=0 stacca un paraboloide iperbolico =, rappresentato dalle equa-

zioni
ag+m=0 , {=-0br , p=0.
Annullando invece il fattore aa -+ bp, dalle (18) si trae
a=aa , Y(&+1)=0.

Per v=0 si ottengono infinite altre rette parallele, situate tn un piano pa-
rallelo al piano rettificante. Se v non si pone uguale a zero, le equazioni

n=aa , {=—0by , aat+iB=0

definiscono le generatrici d’an altro paraboloide =,, parallele ad un piano
che passa per la normale principale. E dunque caratteristica per le curve di
Bertrand U esistenza di due paraboloidi iperbolici, rigidamente connesst al
triedro fondamentale, e tali che le loro generafrici d’un sistema restano fan-
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genti a cerle curve dello spazio. L’osservazione finale del § 8 ci spiega perché
nella precedente ricerca siam pervenuti a due paraboloidi ed a due sistemi di
rette parallele: & chiaro, infatti, che il paraboloide =, non &, per cosi dire,
che il paraboloide = relativo a quella curva di Bertrand che, per le cose
dette nel §8, ha le stesse normali principali della curva considerata. Osser-
viamo, per finire, che i due paraboloidi coincidono per le curve a torsione co-
stante, e degenerano (IX, 7, ) in due parabole nel caso dei circoli storti: una
parabola & situata nel piano osculatore, ha il vertice sulla curva ed il fuoco
nel centro di curvatura; I’altra & situata nel piano normale, ha il fuoco sulla
curva ed il vertice nel centro di curvatura.

XI. TEORIA GENERALE DELLE SUPERFICIE.

1. Geodetiche ed assintotiche. Le proprietd intrinseche d’'una
superficie nel dominio di ciascun punto M sono strettamente legate a quelle
delle curve che passano per M. In seguito (XV, 1) si vedra che le tangenti a
tutte queste curve stanno in un piano, che si chiama piano tangente alla su-
perficie in M. La normale alla superficie, ciod la perpendicolare elevata per
M al piano tangente, & normale a tutte le curve che passano per M, e pud
per alcune essere la binormale, per altre la normale principale. Le curve che
in ogni loro punto hanno la binormale coincidente con la normale alla super-
ficie 8i dicono assinfotiche; quelle che ammettono la normale stessa come
normale principale (¢fr. IX, 10) si chiamano geodetiche. In altri termini, se si
considera la sviluppabile circoscritta ad una superficie, lungo una data curva,
cioé I'inviluppo dei piani che toccano la superficie nei punti della curva, si
puo dire che la sviluppabile circoscritta lungo un’assintotica ammette que-
sta curva come spigolo di regresso, mentre la sviluppabile circoscritta lungo
una geodetica & la rettificante di tale curva. Per ben rendersi conto della
differenza essenziale fra le due specie di curve ¢ utile materializzare la su-
perficie attribuendole uno spessore, ed immaginarsi d’altra parte la curva
come una striscia tagliata nella sviluppabile delle tangenti, cioé in quella
successione di piani ai quali si pud (IX, 4) dire che maggiormente apparten-
gono i successivi elementi lineari della curva. Quando sopra una superficie
8i vuol collocare una geodetica, la striscia deve penetrare normalmente nello
spessore della superficie stessa, mentre per collocare un’ assintotica basta a-
dagiarla sulla superficie, sulla quale essa stard come una striscia piana sul
proprio piano. Sia ¢ I'angolo di cui la normale alla superficie, agli occhi di
un osservatore posto sulla parte positiva della tangente, deve ruotare nel
senso degli indici d'un orologio per andare a coincidere con la normale
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principale. Presto vedremo frequentemente comparire nei nostri calcoli le
quantita
No — °08 ¢ __sen¢

! _—

P P

che si chiamano curvatura normale e curvatura geodetica, e dovremo sempre
tener presente che le geodetiche sono caratierizzate dal costanie
annullarsi della curvatura geodetica, mentre le assintotiche sono
caratlerizzate dal costante annullarss della curvatura norma-
le. Qui si noti che le sole rette hanno la proprietd di essere ad un tempo as-
sintotiche e geodetiche su qualunque superficie.

9

2. Linee di curvatura. Una linea tracciata sopra una superficie si
dice d¢ curvatura se le normali alla superficie, lungo la linea stessa, formano
una sviluppabile. Gia (IX, 15) si & visto che occorre e basta, affinché cio av-
venga, che la derivata di ¢ rispetto all’arco sia uguale alla torsione della
curva, e perd, se_chiamiamo forsione geodetica la quantita

s=2_1,
ds r

possiamo affermare che le linee d¢ curvatura sono caratierizzate dal
costante annullarsi della torsione geodetica. In particolare tutte le
linee tracciate sopra una sfera sono linee di curvatura di tale superficie, per-
chd le normali concorrono nel centro; e pil particolarmente ancora ogni
linea piana @ linea di curvatura ed insieme assintotica del piano in cui giace.
Tornando al caso generale osserviamo che (IX, 15) se una curva é linea di
curvatura su due superficie, queste s’incontrano lungo la linea stessa sotto un
angolo costante; e se due superficie s’incontrano ad angolo costante, la linea

d’intersezione non puo essere linea di curvatura sopra una delle superficie sen-

#a esser tale anche sull’altra. Ne segue che, se una linea di curvatura é pia-

na, il suo piano taglia la superficie ad angolo costante; ed altrettanto si pud

dire d’una linea sferica qualunque e della sfera su cui giace. Reciprocamen-

te, se un piano o una sfera tagliano una superficie sotto un angolo costante,

Vintersezione é linea di curvatura sulla superficie che si considera. Final-

mente si osservi che, se per una linea di curvatura & costante 1'angolo ¢, la

linea & necessariamente piana. In particolare (¢ =0) ogni linea geodetica di

curvatura e piana, ed il suo piano taglia la supertficie ad angolo retto.

3. Formole fondamentali per le curve tracciate sopra una superfi-
cie. Per lo studio intrinseco d’una linea tracciata sopra una superficie & utile
prendere come asse # la normale alla superficie in un punto mobile M, rite-
nendo come asse z la tangente alla curva. Se nelle condizioni (IX, 4) d’im-
mobilita
dy' 2 ' o ¢

,

Y ds v ' ds T p

dx’' 4
P

ds
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relative al .triedro fondamentale della curva, §'introducono le nuove coor-
dinate
z=x , y=y'cosy—zs'seny , z=y'send-}scos,
si ottengono le relazioni '
dx

. A dy dz__
E——%Z—qy—l ’ a——@"w-—%z ) ‘E—%y—%a} . (l)

Evidentemente le formole fondamentali, che servono a far conoscere le va-
riazioni assolute delle coordinate #,y,2 d’'un punto qualunque, mobile in-
sieme ad M, sono

8x  dx 4

d?—_d—s-%z-*-@"y-l_l’

dy __dy

d_s_d_s_@“""%‘ ’ ()
3z dz

&§=£_%y+%x’

ed & chiaro che sussistono anche quando z,y, # hanno il significato di cose-
ni direttori, purché dalla prima si tolga il termine costante

4. Teoremi di Meusnier e di Bonnet. Quando dal punto M si
passa ad un punto infinitamente vicino M’, la variazione della coordinata #
d’un punto fisso qualunque ha lo stesso valore per tutte le curve della super-
ficie, che si toccano in M, perché rappresenta la differenza fra le distanze del
punto fisso ai piani che toccano la superficie in M ed in M/, ed & per conse-
guenza la stessa per tutte le curve che hanno in comune I'elemento MM'.
Segue dunque dalla terza formola (1) che ciascuna delle quantitd & ed o
conserva un valore invariato per tutte le curve della superficie, tangenti in
M ad Mz. Nell’invariabilitd di & sta il teorema di Bonnet, dal quale si
deduce che, a prescindere dal segno, la forsione geodetica d’una curva non
differisce dalla torsione assoluta della geodetica tangente. 11 teorema di Mewu -
snier afferma invece I'invariabilitd di ©%, ed ha importanti conseguenze.

Prima di tutto, se ¢ ha lo stesso valore (2 ’/,ﬂ) per due curve tangenti, an-

che i valori di p debbono essere uguali, ciod due curve che, in un punto della
superficie, sono osculate da uno stesso piano, hanno curvalure (assolute o
geodetiche) uguals, purché il comune piano osculatore non sia il piano tan-
gente alla superficie. Fra tutte le curve che toccano in M una data curva si
consideri la sezione piana normale, fatta nella superficie dal piano #z. Se p,
¢ il suo raggio di curvatura, il teorema di Meusnier di per 9% il valore 1:p,.
Dunque la curvatura normale d'una linea qualunque, tracciata sopra una su-
perficie, & la curvatura della sezione piana normale, fatta nella superficie
tangengialmente alla linea stessa. Quanto alla curvatura geodetica, si noti
che, in virta dello stesso teorema di Meusnier, nel cilindro che projetta orto-
gonalmente la curva sul piano tangente, la curvatura della sezione normale,
. 20
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tangente alla curva stessa, & appunto si:—’f. Dunque la curvatura geodetica
d'una linea, tracciata sopra una superficie, é la curvatura della projesione
della curva sul piano tangente. Finalmente per 1'invariabilita di S si ha
p=p,C08¢, & pero #l centro di curvatura di qualunque linea d'una superficie,
in un punto M, s¢ ottiene projettando sul piano osculatore della curva stessa
1l centro di curvatura di quella sezione piana normale, che focca la curva in
M. Questa costruzione non regge per le curve tangenti alle assintotiche,
giacché nelle assintotiche &% & nulla per I'annullarsi di cos¢, ma p ha un
valore qualunque. Se una curva tocca un’assintotica in un punto M, senza
osculare il piano tangente alla superficie, cosd non & nullo, e perd dev'essere
nulla la flessione; ma quando la curva & osculata dal piano tangente, la sua
flessione & suscettibile di qualunque valore, generalmente diverso da quello
che ha la flessione dell'assintotica tangente.

5. L’ invariabilithd di % e di &, per tutte le curve che hanno una data
tangente, risulta pill agevolmente ancora dallo studio delle normali alla sa-
perficie nel dominio d’'un punto M. Quando le formole (2), relative alle di-
rezioni, si applicano alla direzione (0,0,1), si trova che la normale in M’ ha
i coseni direttori —MNods, Eds, 1, e cid basta per essere sicuri che ciascuna
delle quantitd 9% e & ha un sol valore per tutte le curve che ammettono
in comune I'elemento MM'. Si vede inoltre che, nel passare da M ad M, lo
spostamento angolare del piano tangente alla superficie risulta da due rota-
zioni infinitesime, delle quali una, proporzionale alla curvatura normale, si
esegue senza che il piano ruoti intorno ad MM', mentre I'altra, proporzio-
nale alla torsione geodetica, consiste appunto in una rotazione intorno alla
tangente. In modo analogo si giunge all’interpretazione della curvatura
geodetica, considerando invece la direzione (1,0,0). Si trova che la direzione
della tangente in M’ & definita dai coseni 1, — Gds, Jods, e perd la tangente,
mentre partecipa al moto del piano tangente, ruota in questo piano per un
angolo ©ds, nel senso opposto a quello degli indici d'un orologio, agli occhi
d'un osservatore collocato sulla parte positiva della normale. In altri termi-
ni la curvatura geodetica é proporzionale alla projesione, sul piano langente,
dell’angolo di due tangenti infinitamente vicine, come la forsione geodetica é
proporaionale alla projezione, sul piano normale alla curva, dello spostamen-
to angolare della normale alla superficie. Ora & chiaro che § dipende non
dalla sola tangente in M, come o e &, ma benanche dalla tangente in M/,
vale a dire che il valore di & & unico per tutte le curve della superficie,
osculate in M da uno stesso piano, ma non per tutte le curve tangenti fra
loro in M: a questa circostanza si deve se da ogni punto d’una superficie e-
scono geodetiche (& = 0) in tutte le direzioni, mentre le linee di curvatura
(T =0) e le assintotiche (9o =0), che passano per un dato punto M, sono,
come ben presto si vedra, in numero limitato, appunto perché imporre, in
M, il valore di & o di 9% ad una curva, significa imporre il valore stesso
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alle infinite curve che toccano in M la curva data, qualunque sia il pla.no
che le oscula. :

6. Le considerazioni svolte nei primi quattro paragrafi dell’ ottavo capi-
tolo sono applicabili immediatamente ai sistemi di curve tracciate sopra una
superficie qualunque, e perd si pud dire che da oguni funzione dei punti d’una
superficie sorge la rappresentazione analitica d’un sistema semplicemente
infinito di curve; poi, definito il quoziente differenziale della funzione in una
direzione qualunque, e posti a fondamento d’ un sistema ortogonale di coor-
dinate curvilinee, secondo il § 7 del citato capitolo, i due sistemi di curve de-
finiti dalle funzioni g, e g,, si & condotti ad esprimere la distanza fra due
punti infinitamente vicini mediante la formola

ds’=Q}dg; +Q;dg; ,
in cui le Q sono funzioni-delle ¢; e si riconosce che i quozient: differenzials

nelle direzioni delle linee coordinate dipendono nel seguente modo dalle de-
rivate relative alle ¢ :

1
Q,

212 2 13
2, Q,0g, ' Vs Qg
Cio premesso, e posto

dlogQ Olog Q
G:}d:'- 8% QQ': *

bs, bs’ j , . (3)
la condizione
?%’__DQ{“
0q, - 0g, ’

necessaria e sufficiente per Uesistenza d'una funzione £, i cui qguosienti diffe-
rengiali siano le funeioni prescritte u e v, si trasforma in

d d
A (5‘;;‘*‘@1)“—(&: +_ga)” . “)
Ne segue che per qualunque funzione si deve avere
o o 5
, &:D_s;_b—s,bs,::q’b—s,_g’ﬁs—, . ®)

E questa una relazione assai utile nell’ analisi intrinseca delle superficie.

7. Ora, stabilito sulla superficie un sistema di coordinate curvilinee or-
togonali, dirigiamo gli assi Mz ed My secondo le tangenti alle linee coordi-
nate ¢, e g, che passano per M. Quando M tende a spostarsi secondo la li-

nea ¢, , le condizioni
oz

’ % _ % By—
—53—1—%‘—@"3’_1 , E_G}x—-%z , bs‘—gy oz (8)

sono necessarie per I’immobilitd del punto (2,y,#). Per trovare le condizioni
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analoghe nell’ipotesi che M tenda a spostarsi secondo la linea g, bisogna
cambiare z ed y in y e —2, rispettivamente, ed attribuirea & , 90 , §
i loro valori, relativi alla detta linea g,, dimodoché si ha

bw ’ ‘. ay . ' ’ DZ — . ’ -~
b—-s’—(%y—i-%o ,&:_%a—(%w—l ,-is—’-—- Tz %y- (‘)
Qui importa notare che per z, y e # nulli, quando ciod si considera I’ istante
del passaggio di M per la posizione fissa (2,y,2), le formole (6) e (7) danno

w_dy_ . dw_W_dk

ds, s, * ds, Os, Os, 0s,

. , . d

Se, continuando a supporre nulli z,y, 2, si applica alle (6) I'operazione TR
tenendo conto delle (7), si ottiene 1

Nzr ANy 0z

08,08, 7 7 08,08, ' 05,05, =—%.
Applicando invece alle (7) I' operazione % si trova, in virtd delle (6),
1
0z . Ny o Nz .
3.5 =0 0 s =0 0 e O

Cid premesso, basta esprimere che la relazione (5) & soddisfatta dalle fun-
zioni z ed y per ottenere i valori delle curvature geodetiche delle due linee,
espressi mediante le (3):

@J=@1 ) g'=@h .

Applicando a # la medesima relazione si ottiene invece & + & =0, e si
dimostra cosi il seguente teorema di Bonnet: le forsions geodetiche di due
linee, che si tagliano ad angolo refto, sono, nel punto d’incontro, uguals ed
opposte.

8. Osserviamo che, quando si assume una geodetica come linea coordi-
nata, per esempio come linea g, , si ha §,=0, e perd Q, dev’essere, in virtit
di (3), funzione della sola g,. Ne segue che, sostituendo a ¢, una conveniente
funzione di g,, si pud sempre supporre Q,=1, e cosi il quadrato dell’ele-
mento lineare viene espresso da dg,*- Q,*dg,*. La distanza fra due punti M
ed M’ della geodetica considerata, computata lungo la geodetica stessa, & la
differenza assoluta fra i valori di ¢, in M ed M/, e perd due qualunque trajet-
torie ortogonali d’ un sistema di geodetiche staccano archi uguali dalle infi-
nite geodetiche, proprio come accade nel piano per le trajettorie ortogonali
di qualunque sistema di rette. Questa ed altre proprieta si debbono al fatto
che le geodetiche sono, per cosi dire, le rette della superficie. Infatti, quando si
va da M ad M’ seguendo, non la geodetica, ma un’altra linea, si percorre un
tratto di maggiore lunghezza, perché g, non si mantiene costante se non
lungo la geodetica. Cosi ci spieghiamo perché la geodetica segna ¢l pins breve
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cammino fra due punti non troppo lontani d’una superficie. Del resto questa
proprieta apparisce evidente se si riflette che, per le cose dettenel §5, un
punto che descrive una curva qualunque, sopra una superficie, subisce ad
ogni istante, sulla superficie stessa, una deviazione Qds. Ora, se si vuole che
il punto vada per la via pill breve, bisogna pure, per impedirgli di deviare,
supporre che sia costantemente & =0. In tal modo si spiega anche perché
un filo, teso sopra una superficie, st dispone sempre in forma di geodetica ; ed
& questo un fatto notevole, in quanto che suggerisce un mezzo pratico sem-
plicissimo per segnare le geodetiche sopra una superficie qualunque. Senon-
ché, materializzata la superficie, in certi punti accade che il filo se ne stacca
per tendersi nello spazio in forma di retta, ed allora nei punti stessi biso-
" goera immaginare che si siano praticati altrettanti fori, in modo da permet-
tere al filo di attraversare la superficie per appoggiarsi or sull’'una or sull’al-
tra faccia. Come si assegnino a priors i posti in cui si deve bucare la superfi-
cie risulta da un’osservazione ovvia, cioé dal notare che in essi cambia segno
la flessione del filo, dimodoché, essendo anche 910 =0, i punti cercati sono
fra quelli nes quali la geodetica tocca qualche assintotica.

9. Formole fondamentali per U'analisi inirinseca delle superficie.
Dopo i risultati del §7, se con S0, ed S, si rappresentano le carvature
D ed Mo, le condizioni (6) e (7) prendono la forma definitiva

g—w=%‘z—g, y—1, 2"i=(%, o—8z , 9—”—:’?5_1/-—% @,

I Os, 0s, !

oz dy oz ®
-b?’-:Cj’,,y—-‘B‘z , E:%,z—-@‘,,w—l , E;:%aa—@(o,y .
Son queste condizioni necessarie per I’ immobilita del punto (x,y,z), ed an-
che sufficienti, giacché qualunque spostamento infinitesimo dell’ origine M
sulla superficie si pud sempre far risultare da due spostamenti lungo le linee
coordinate. Se poi si vogliono, pill generalmente, le variazioni assolute, nello
spazio, delle coordinate d’un punto mobile con M, quando M si sposta sulla
superficie nella direzione definita dall’angolo  con Mz, basterd prendere,
come nelle (2), le differenze fra i primi ed i secondi membri delle formole (8),
per applicar poi I'operazione

) ) 3 ’

$—cosw§?’+senwb—s; . (9)
Oltre le (8) ha grande importanza un’altra terna di relazioni, necessarie e
sufficienti perché le (8) possano essere soddisfatte da tre fuuzioni z,y,# di
g, e g,. Affinchd, per esempio, esista la funzione 2, occorre e basta, in virtlt
di (5), che si abbia

d d ‘
T (By —To,z) — . (Be—Joy) =G,(Be—y) &,(8y—z),
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qualunque siano z,y,#; e poiché al primo membro si pud, in virth delle
stesse (8), dar la forma

( Ds,e+ +‘Eq‘ %@Ja) ( Ds‘+——+?;g’ sg)"v
si vede che le cinque curvature J, ,9, , G, G, ,, debbono soddisfare

alle prime due relazioni della terna

0, ®
———+b 428G, = (%%, — 96,4,

Bt 3+ 288, =(, — )3,

bb?: ?94 + @1 + Q’t %I%i ’

ed anche alla terza, che si ottiene operando analogamente su z o su y.' Son
queste le formole di Codazz¢: I'ultima porta piu specialmente il nome di
Gauss, e si riduce, nel caso del piano, alla nota (VIII, 10) relazione di Lamé.

10. Teorema di Eulero. Come variano le curvature normali e le
torsioni geodetiche intorno ad un punto? Distinguiamo con un indice  tutto
ciod che si riferisce ad una curva qualunque, che passi per M tangenzialmente
ad una retta inclinata di o sull’asse Mux. Per questa curva la terza formola
(1) diventa ) ,

d_ (—xsenw 4 yeosw)®H, — (xcosw 4 ysenw)No,, ,
6 Q'altra parte si ha, osservando le (8),

d—z—( By —90,) cosw 4 (Bx— Do,y) senw .

(

Identificando si ottiene

O —
90 cosw -+ B senw =0, cosw — Bsenw ,

(10)
Do, senw — B cosw =T, senw — B eosw : ‘
e 8o ne trae o o '
T, =N, cos?w —2Beoswsen w -|- Mo, sen*w . (11)

E noto che da una siffatta forma si pud sempre, ma gencralmente in un mo-
do solo, fare sparire il termine rettangolo, mercé una conveniente rotazione
degli assi, intorno ad M, nel piano tangeute. Allora, ed allora soltanto, es-
sendo B =0, le due curve coordinate sono linee di curvatura. Adunque, co-
me ha trovato Monge, passano per ogni punto d’una superficie due sole linee
di curvatura, perpendicolari fra loro. Noi chiameremo raggi principali di
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curvatura, e rappresenteremo sempre con B, ed R,, i raggi di curvatura
di quelle sezioni normali, che toccano le linee di curvatura, diguisacheé,
orientati gli assi tangenzialmente a queste linee, la (11) diventa

L} 2.,
% __(—3980) sen‘w

° R, R, 7 (12)

Questa importante formola di Eulero, sussidiata dal teorema di Meﬁsm’er,
mostra che in ogni punto d’una superficie basta che sia nota la curvatura di
due linee per conoscere quella di qualunque altra curva.

11. In punti speciali, detti ombelichi, pud accadere che sia R,=R,, ed
allora si ha & =0 in tutte le direzioni, ed $%, non dipende da w, vale a
dire che negli ombelichi concorrono infinite linee di curvatura, e la curvatu-
ra normale ha un valore unico per tutte le curve che passano in siffatti
punti. Pud una superficie essere composta tutta di ombelichi? Per risponde-
re alla questione si assumano a linee coordinate le linee di curvatura, e si
noti che le prime due formole di Codazzi diventano

01 1 1 01 1 1
w0 ()%
queste mostrano che, se in ogni punto si avesse R, =R,, il comune valore di
R, ed R, sarebbe una costante R. Cid premesso, basta osservare che le con-
dizioni (8) sono soddisfatte da =0,y =0,2=R, per convincersi che i
punti della superficie son tutti alla distanza R da un punto fisso, vale a dire
che Punica superficie, su cui ogni punto é un ombelico, ¢ la sfera. Ne segue

che, oltre la sfera (cfr. § 2), non esistono altre super ficie per le quali ogni li-
nea ¢-linea di curvatura.

12. Tornando alla (12) osserviamo che, se R, ed R, hanno lo stesso segno,
o, conserva un segno invariato al variare di v, e perd non si annulla mai.
Dunque per tali punti, che si dicono ellittici, non passano assintotiche reali.
Quando invece R, ed R, hanno segni opposti, 9%, si annulla in due direzio-
ni, definite dalla formola

_ A
t m:i‘/———’. . (18) .
4 R,

Allora il punto si dice iperbolico, e si vede che per ogni punto iperbolico pas-
sano due assintotiche reali, egualmente inclinate sulle linee di curvatura.
Intanto, come dalle (10) si & dedotta la (11), cosi possiamo anche ricavarne
la formola di Bonnet

&, = Beos2w + ;—(9(9, — No,) sen 20 , (14)

che ci dice’come varia la torsione geodetica intorno a ciascun punto. La leg-
ge di variazione prende la forma semplicissima ‘

1 1
= — 15
G, (R, R,) %00 w co5 ) (15)
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se 1'angolo w si computa a partire da una linea di curvatura. In particolare,
quando in (15) si pongono per w i valori definiti dalla (13), si trova che il
raggio di torsione delle assintotiche & uguale a J/—R,R,: & questo un no-
tevole feorema di Enneper.

" 13. Indicatrice di Dupin. Per ben rendersi conto del modo di com-
portarsi d’una superficie, intorno a ciascuno dei suoi punti, & utile ricorrere
ad una rappresentazione geometrica della formola (12). Sulla tangente defi-
nita dall'angolo e si prenda il segmento MP uguale alla radice quadrata del
valore assoluto del raggio di curvatura normale. Il luogo dei punti (reali) P
si chiama sndicatrice di Dupin. Le coordinate di P nel piano tangente sono

CO8w senw
= 4 Y= ==
Vi, Vi,
e pero si ha
AR 16
E TR =% (16)

come equazione del luogo dei punti P, reali o immaginarii. Nei punti ellittici
della superficie I’ equazione (16) rappresenta due ellissi (III, 4), delle quali
una sola & reale, ed & per conseguenza I'indicatrice, che negli ombelichi si
riduce ad un circolo. Nei punti iperbolici 'equazione (16) rappresenta invece
due iperboli reali, con centro, assi ed assintoti comuni. Ora & chiaro che le
linee di curvatura si possono definire come quelle che in ogni loro punto
toccano un asse dellindicatrice di Dupin, mentre le assintotiche toccano, in
ciascun punto, un assintoto dell’indicatrice stessa. Cosi si spiega perchs le
assintotiche solcano le sole regioni composte di punti iperbolici, e come in-
torno a ciascuno di questi esse determinino due regioni angolari, per una
delle quali la curvatura normale & positiva, mentre per I’altra é negativa.
Intanto, se si fissa per un istante in M 'origine degli archi d’'una curva qua-
lunque, le formole (1) mostrano che si ha

1
596,

lim 5:%(3 lim %Y — %1@3{):
e perd # ha il segno di 9. Dunque nel dominio d’un punto ellittico la super-
ficie & tutta situala da una stessa parte del piano tangente. Invece nel domi-
nio d' un punto iperbolico la superficic é tagliata dal piano tangente, e la li-
nea d'intersezione ha due rami che passano nel detto punto toccando le as-
sintotiche.

14. Tangenti conjugate sono due qualunque diametri conjugati dell’ in-
dicatrice di Dupin. Quando il punto M si sposta sulla superficie nella dire-
zione definita dall’angolo o, rispetto alle linee di curvatura, il piano tangente
(#=0) ruota intorno alla retta definita dall'equazione

cosw—b—z——}-senw—g—z—:O ,

s, I
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cioé, osservando le (8), y =xtg «’, essendo

tgwtgw’:-l%: -
Dunque (111, 4) due tangenti conjugate sono tali che, quando un punto tende
a spostarsi lungo una di esse, il piano tangente tende a ruotare intorno al-
Yaltra. In altri termini le generatrici della sviluppabile circoscritta ad una
superficie, lungo una data curva, sono conjugate alle tangenti della curva
stessa. In particolare sono conjugate fra loro le tangenti alle due linee di
curvatura, ed & conjugata a sé stessa ogni tangente ad una linea assintotica.
L’angolo 6 che una tangente fa con la sua conjugata si pud subito determi-
nare, merce le (1), derivando l’equazione del piano tangente. Si ottiene

Do

e 8i vede nuovamente che si ha § =0 per le assintotiche, 6 ="/, per le li-
nee di curvatura.

15. In varie questioni & utile ricorrere alla rappresentazione sferica
della superficie, che consiste nel porre in corrispondenza i punti della su-
perficie con quelli d'una sfera di raggio 1, in guisa che siano parallele le
normali alle due superficie nei punti corrispondenti. Se, rispetto ai soliti
a8si, sono z,y,# le coordinate di quel punto della sfera che corrisponde al-
Y'origine, lo funzioni #,y e 241, coordinate del centro della sfera, debbono
soddisfare alle condizioni (1), e perd si ha

dz

g:%z—@y-—l+% ) d—y:@m—%’z—ﬁ , £=‘5y—%w :
poi le formole (2) danno 4

dz dy __ ds

=% 3=-% ., z=0.
Ne segue che I'angolo delle tangenti alle due curve & 6=1/,7, dove 0 ha il
significato (17). Dunque la tangente conjugata e la tangente all smmagine
sferica d’'una curva sono perpendicolari.In particolare si noti che nella rap-
presentazione sferica le linee di curvatura non sono deviate, mentre le as-
sintotiche sono deviate per /,m.

16. Come nei precedenti paragrafi si & studiato il modo di variare della
curvatura normale e della torsione geodetica nelle infinite direzioni che si
possono considerare intorno ad un punto, cosi vogliamo ora cercare le leg-
gi di variazione della curvatura geodetica, che pure non ha (§ 5) un valo-

re unico per tutte le curve tangenti in un punto ad una stessa retta. Siano
~—»=$ e § cid che diventano le operazioni — ,~— e le curvature
TR T _ P 3, %, vature G,

21
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@,, quando gli assi ruotano di » nel piano tangente. Evidentemente

d d d d
X?_cosma +senw— 3, 55 = Benw +cosm 3, ° (18)

Intanto si ha, applicando 1a seconda operazione (18) al risultato della prima,

-—’—c ’m——-—b’ "o —cosw nw(b, N) b_ml .

s % 0005, PN s, i 55,1 T 05 08
Applicando invece la prima al risultato della seconda si ottiene

) _.‘___c . bl . b! (b! a!) b—(“l

35 0g = 08 w_—bs,bs, —sen*w —— TR —coswsenm | s—, ~%p) %

Quindi sottraendo, e ricordando che dev’ essere identicamente soddisfatta la
relazione (5) per qualunque coppia di curve ortogonali,

((% g?) (@"+bs)bs c‘}'bs @‘%'-
=@,(senwb—s+cosw%>—@,(cosw%—senw%) .

Dunque
dw +
@—i—B; =G, cos0—G,sen0 , G —3% =G, senw + G, cosw . (19)

A queste relazioni si perviene anche applicando ad una delle coordinate z
oy il procedimento tenuto per 2 in principio del § 10. Bisogna poi osser-
vare che le formole

Sa da da Oda
a—s‘—b—"—%.‘f'i'c‘}aﬂ ) D—,’—E—@:,B%B‘r )
applicate alla direzione a—=cosw,p=senw,y=0, diventano

dw__ dw dw Jw
Oh ’ —'OT,':-&—,-]—(%' ’

bs, s,
quindi, ricordando (9), si ha
%’:b—w——@,cosw + G, sen00 &o b +C}‘senw + G, cos0 ,
ciod, in virti delle (19),
=2, §=mp. @)

Con queste formole, che del resto seguono immediatamente dalle cose dette
intorno a @ nel § b, si riesce a definire la curvatura geodetica d’ una linea
sopra una data superficie alla stessa guisa della curvatura d’una linea pia-
na nel proprio piano. Inoltre, se la curva si considera come tracciata sulla
sviluppabile circoscritta alla superficie, & chiaro che la sua curvatura geo-
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detica ha lo stesso valore sulle due superficie, e d’altra parte si vede subito
che la detta curvatura rimane inalterata quando la sviluppabile si applica
sul piano. Dunque la curvatura geodetica d’una linea tracciata sopra una
superficie & uguale alla curvatura che la linea acquista quando la sviluppa-
bile circoscritta alla superficie, lungo la linea stessa, si applica sul piano.

17. Ora siamo in grado di calcolare la flessione delle assintotiche. Come
la formola di Enneper (§ 12) da la torsione di queste curve, cosi un'inte-
ressante formola di Bonnet ne fa conoscere la flessione quando sono date
le curvature principali. Basta sostituire nella prima formola (19) un valore
di o soddisfacente alla (13), ed attribuire alle curvature geodetiche i valori

1 %, o} 1,
@,—%’_%‘ %5, 1 T e —o%, O,

che risultano dalle prime due formole di Codazzi. In tal modo si ottiene con
un calcolo facile

e

0 1 ( e, )’__b_ %13
(@, -t 33_,) U= S5\ e, — 5, ) D, T,
3 3
0 _ 1 ( o, )’_?__ S,
(@,-l—E)senw_iz%’, ?’b’—%g bg,%‘ )

poi, portando questi valori in

%:(G}‘ + b%)cosm—(@, + %)senw )

si giunge alla formola di Bonnet:

Fro (=R, :
—temsi (oo ().

Fra le conseguenze di questa formola vogliamo segnalare, con Bonnet,
quella che se ne trae supponendo che la superficie sia (IX, 7, d) una qua-
drica. Allora per ogni punto passano due rette, reali o immaginarie, appar-
tenenti alla superficie, e poiché queste rette sono necessariamente le assin-
totiche, i due valori della flessione, dati dalla precedente formola, debbono
essere entrambi nulli, e cid esige che il rapporto R,:R,* si conservi co-
stante lungo ogni linea g,, e che il rapporto R,:R,® resti invece costante
lungo ogni linea g,. Inversamente, se cid accade, vuol dire che tutte le as-
sintotiche sono rette, e perd la superficie & una quadrica. Dunque le qua-
driche sono caratierizzate dalla seguente proprietd : lungo ciascuna linea
di curvatura la corrispondente curvatura principale varia proporzional-
mente al cubo dell’altra curvatura principale.
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18. Teoremi di L.aguerre e di Darboux. Quando le operazio-
ni (18) si applicano a funzioni che dipendono esplicitamente da w, & tal-
volta utile mettere in evidenza le derivazioni rispetto a questa variabile,

immaginando eseguite le operazioni 35 ¢ Ds. nell’ ipotesi che  si serbi

costante. Se inoltre ai primi membri si vaol dare il significato di derivazioni
assolute nello spazio, bisognera moltiplicare le derivate rispetto ad w, non

per %% o per g » 81 bene per - % e per g -, 1 cui valori son dati dalle (20).
Si avra dunque

d d

H= cosws- +senw ”-—QM )

¢ g @

= —8 nw +cosw ’—l- 3o
Cid premesso, dalle formole (1 1) e (14) si deduce facilmente

o 2w, , o_ot, %,
dw dw
e perd, sopprimendo gli indici w, diventati inutili,
tho tho dB 38
—(Fo—)G .

ds

. . d . . .
Ora, poichd I'operazione <55 S suppone eseguita lasciando w costante, su

quantitd che hanno un valore unico per tutte le curve che ammettono una
data tangente nel punto che si considera, essa di evidentemente sempre
lo stesso risultato per tutte queste curve, e perd si pud dire che ciascuna
delle quantita
adb a®s .
N-——d-a——28($ T=E—+(%—%)@’

ha, come 9% o T, un sol valore per tutle le curve della superficie, che si
loccano in un dato punto. L’introduzione di N e T nei calcoli produce
spesso semplificazioni notevoli. Qui ci limitiamo a segnalare la forma che
prendono le prime due formole di Codazzi, scritte per una coppia qualun-

que di curve ortogonali, rappresentando con H, come si suole, la somma
delle curvature 9% ed N':
0H 0H
b— -—N+T ] N =N,—T .
19. Applicando due volte di seguito la prima o la seconda operazio-
ne (18) si ottengono le relazioni
: ot o ) dw D

b
—_— 2 %w
= cos’w 5 + sen’w + oS W 86N @ (b +— 35 3¢

Os? , 08y ' 0s,0s, ’
* b' b' o o dw d

—_— , —— S———— e e
; 3 =sen’w D 3+ cos'w PYR —Cosw sen w(bs, %, + bs,bs,) 3% ds ?
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quindi, sommando,

9 dw\d (D dw\d _ >
(+30) 3o —50) v =sezFamg
ciod, in virtu delle (19),
d A\ d d
(5+9) 5+ +9)x
=0 _b’__{_(@} 0+ G,e b+((?,c w — G, sen 2
——B_s—,’_l_bs,’ ,8en A osw)b—s (cosw — &, w)b—s' .

Intanto al secondo membro si pud dar la forma

o i L) 0 0 0 b b}
DT,'+5;,'+@’5:+(%ibT,=(_3_;+@’)b_s;+(b—s;+@’>b_s: .

Cosl viene in luce il carattere invariantivo dell’ operazione

) \d d P
=(5+9) % +(5+9)5
al cui risultato si da il nome di parametro differenziale secondo.

20. Ed ora & facile estendere ai sistemi di curve, tracciati sopra una
superficie qualunque, la formola di Bonnet, gia dimostrata (VIII, 13) nel
piano. Per calcolare la curvatura geodetica di quella linea, che nel sistema
definito dalla funzione u passa per un dato punito, noi disponiamo della
prima formola (19), che ci conviene scrivere nel seguente modo:

d d
Q‘:(b—"'i‘@a)cosw—(b—ﬁ‘l‘@s)se“"’ .
Se in questa si pone

1 du 1 du
senw=—

Vau s T Vauds

si trova subito la formola di Bonnet.-

G=

COsSW —

(22)

et 4y
Invece la seconda formola (19) da
LIS R LIS S
e se Vi si sostituiscono i valori (22), tenendo conto della condizione (5), si

trova
b(u , 1__)
VAu

sy, 8)

%—‘-—
=



— 166 —

Qui si noti che il costante annullarsi di @' & sufficiente e necessario, da
una parte perchd Au sia funzione di %, dall'altra perché le curve del si-
stema siano le trajettorie ortogonali d’ un sistema di geodetiche, o, come si
suol dire per una ragione facile a spiegarsi (cfr. § 8), perche siano geode-
ticamente parallele. Dunque: affinché le curve del sistema definito dalla
funzione u siano geodeticamente parallele occorre e basta che Au sia una
funzione di u.

21. Sistemi isotermi. Le considerazioni fatte per le curve piane,
nei § 6 ed 11 dell’ottavo capitolo, sono immediatamente applicabili ai si-
stemi di curve tracciate sopra una superficie qualunque, e perd possiamo
parlare di sistem: isotermi, e ritenere come dimostrato che ¢n un doppio si-
stema ortogonale non pud uno dei sistemi di curve essere isotermo senza che
sia tale anche Ualiro. Anche il calcolo eseguito nel § 12 dello stesso capi-
tolo si pud qui supporre ripetuto, per affermare, in conseguenza, che la

condizione s g

0G, __ 34,

Do, 05, @3)
e necessaria e sufficiente perche il sistema delle linee coordinate sia isoter-
mo. Cosl, per esempio, la condizione (23) & soddisfatta quando @, e @, sono
costanti lungo le rispettive linee. Ne segue che ogni doppio sistema ortogo-
nale, composto di linee a curvatura geodetica costante, & isotermo. Inoltre
si noti che, se 1a condizione (23) & soddisfatta, e se @, resta costante lungo
ogni linea g¢,, anche @, & costante lungo ogpi linea g,. Dunque, se in un
doppio sistema isotermo le linee d'un sistema sono a curvatura geodetica
costante , saranno tali anche quelle dell’ altro sistema.

22. Ora supponiamo determinata una funzione g, tale che si abbia
Ay =9 9, —F* , (24)

ed osserviamo che la formola di Gauss (o terza formola di Codazzi) si pud
scrivere nel seguente modo:

d d

804 (5 + G0 )G+ (359 )8 =05

poi, mettendo per A*® la sua espressione,
b} g < d - (bg _
(3+80) (3+60)+ (3 +9.) (2+8.)=0.
Ne segue che la condizione (4) & soddisfatta per le funzioni
g %
“—‘b—s;'*'(‘z)h ’ v—"‘_bs—"—@.h ’

e perd esiste una funzione f, tale che si possa scrivere
@ — f Vg 5 o g

A TR S @

o

2
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Questa & dunque una forma che si pud sempre dare alle funzioni &, e &,.
Inversamente, se si perviene, in un modo qualsiasi, a porre le @ sotto la
forma (25), si pud essere sicuri che la funzione g soddisfa alla (24). Per con-

vincersene basta sostituire i valori (25) nella formola di Gauss. Finalmente
si osservi che

2r=(5m+6) (2 +8)— (3 +6) (2 +9:)=3 2. —Db%.

Dunque, affinché sia isotermo il sistema delle linee coordinate, é necessario
e sufficiente che la funzione f sia armonica. Si vedra invece che il ridursi
di g a funzione armonica & indizio d’'una considerevole particolarizzazione
della superficie. Del resto le formole (25) convengono a qualunque doppio
sistema ortogonale, e dalle (19) 8i deduce infatti, mercs le stesse (25),

(%—"_ q— (s)) DS

e per conseguenza, se si vuole che il sistema definito dall’angolo w sia iso-
termo, bisogna fare in modo che la funzione f—w sia armonica. Dunque
la determinagione di tutti ¢ sistemi tsotermi d’una superficie dipende dal-
U integrazione dell’ equasione
Al = _D_@_, — —b-%’— .
0s, 0s,

23. Curvatura. Dalla considerazione degli invarianti ortogonali

1
RR,’

H=%+@tg'=l%+Rl . K= 900t — & =
4 t

della forma quadratica (11) noi trarremo i mezzi per misurare la curvatura
d’ una superficie in un dato punto. Curvatura media, in M, & la media arit-
metica delle curvature normali di tutte le curve della superficie, che pas-
sano per M, immaginando che queste curve siano equamente distribuite,
in orientamento, intorno ad M. Se ad ogni curva se ne associa una che le
sia perpendicolare, la somma delle due curvature normali resta costante-
mente uguale ad H quando la coppia delle tangenti ruota intorno ad M, e
perd & chiaro che la media cercata & '/,H. Dunque la curvatura media é
misurata da '/,H, cioé dalla semi-somma delle curvature principali. Si
chiama poi curvatura totale, o semplicemente curvatura della superfi-
cie, il limite d’un certo rapporto, analogo a quello che si considera per mi-
surare la curvatura d’'una curva piana. Sopra una simile curva si prenda
un elemento lineare, e si costruiscano le normali nei punti che lo limitano:
il rapporto dell’ angolo delle normali alla lunghezza dell’ elemento tende a
misurare la curvatura della linea considerata, nel punto M, quando I’ ele-
mento tende a ridursi all’unico punto M. Analogamente, per misurare la
curvatura d’una superficie in un punto M, Gauss immagina un elemento
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superficiale intorno ad M, e costruisce le normali alla superficie lungo il
contorno dell’ elemento: 1’ angolo solido compreso fra queste normali, diviso
per I'area dell’ elemento, tende & misurare la curvatura, in M, quando l'e-
lemento tende & ridursi ad M. Il detto angolo solido & poi misurato, per de-
finizione, dall’area che sopra una superficie sferica, di raggio 1, stacca il
cono dei raggi paralleli alle rette considerate. Dunque la curvatura & mi-
surata dal limite del rapporto fra 1'area dell’immagine sferica dell’ele-
mento superficiale e 1'area dello stesso elemento. Supponiamo che questo sia
il rettangolo costruito sugli archi elementari ds, e ds, delle linee di curva-
tura che passano per M. Siccome nella rappresentazione sferica queste li-
nee non sono deviate, I’immagine sferica del detto rettangolo & un altro ret-
tangolo, i cui lati, per cid che si & visto nel § 15, sono D%, ds, =ds,: R, ed
Do, ds, = ds,:R, (giaccht E=0) come del resto risulta da considerazioni
geometriche semplicissime. Dunque ds,ds, e Kds,ds, sono le aree dei due ret-
tangoli, e perd la curvatura totale ¢ misurata da K, ciod dal prodotto delle
curvature principali. Se il primo rettangolo si costruisce su due curve or-
togonali qualunque, si giunge un po’ meno rapidamente allo stesso risultato,
ma si riesce inoltre a porre in evidenza il carattere invariantivo dell’espres-
sione MoNo’' —B*. Qui si osservi come la conoscenza di questo carattere
permetta di enunciare immediatamente il teorema di Enneper, dimostrato

in fine del § 12. Infatti per le assintotiche si ha S =0, %:—% , © per
conseguenza K—=— S Dunque, in ogni punto, la curvatura totale, cam-

biata di segno, & uguale al quadrato della torsione delle assintotiche. Segna-
liamo, per finire, la forma data da Gauss all’espressione di K. Basta sosti-
tuire i valori (3) nella terza formola di Codazzi per ottenere (cfr. VIII, 10)

<= Lo (o) oG]

24. Consideriamo un #riangolo geodetico, ciod la figura ABC determi-

nata sopra una superficie da tre geodetiche, e siano a,B,y gli angoli interni

N 5 oo di tale triangolo. Per determinare 1'area o del-

I'immagine di ABC nella rappresentazione sferi-

ca prendiamo come linee g, le geodetiche uscenti

¢ q=¢) dal vertice A, ed assumiamo per coordinate ¢, e

gy d'un punto qualunque M la distanza geode-

tica AM, e I'angolo che la geodetica AM fa con AB. Fra le linee g,, trajet-

torie ortogonali delle geodetiche uscenti dal vertice A, quelle che sono infi-

nitamente vicine ad A si possono considerare come situate nel piano che

tocca la superficie in A, e perd il loro arco elementare Q,dg, si pud con-
fondere con g,dg,, a prescindere da infinitesimi superiori. In altri termini

im DQ—’ =

lim == li
’ 2,=0 09,
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Ci0 premesso, osserviamo che si ha, in virtu della formola di Gauss,

'Q,
o=} | KQ,Qdg,dg,=— b_q,’. dg,dq, ,

dove I’integrazione va estesa a tutta I'area chiusa in ABC. D’altra parte la
prima formola (19) da

oo Gesenw , ciod do=—§,Qdg,=—-dg, .

08 g,
Ora, tornando a o, se prima si esegue I’ integrazione lungo una delle geode-
tiche definite da valori di g, compresi fra 0 ed «, e se poi si fa variare g,
da 0 ad «, si ottiens, in virtl delle precedenti osservazioni,

c
o‘—f 1—-— dq,-_—_-a-}-fdw ’
B

dove w, inclinazione della geodetica BC sulle linee g, , ha il valore ®=—g in
B ed il valore ¥ in C. Dunque

o=aty—(n—B)=atB+r—n.

In particolare, quando K & costante, o rappresenta I'area stessa di ABC,
moltiplicata per K. Dunque sulle superficie a curvatura costante (delle quali
si parlerd nel capitolo seguente) l’area d’un iriangolo geodetico ¢ proporzio-
nale all’eccesso della somma dei suoi angoli su due retti. Ne segue che questa
somma & superiore, inferiore o uguale a due retti secondo che la curvatura &
positiva, negativa o nulla.

0Q,

25. Applicabilitd. In questo primo saggio noi vogliamo limitarci a
pochi cenni intorno all'applicabilita delle superficie le une sulle altre. Quan-
do fra i punti di due superficie & possibile porre una corrispondenza tale che
la distanza geodetica di due punti, presi ad arbitrio sopra una superficie, sia
uguale alla distanza geodetica dei punti che loro corrispondono sull’altra,
ben si dice che le due superficie sono applicabili fra loro, poiché una stoffa,
che s’immagini tessuta con fili flessibili ed inestendibili, tesi in tutti i versi
sopra una di esse, si potrad evidentemente applicare anche sull’altra, senza
che i fili (cfr. § 8) se ne stacchino o si spezzino, ciod senza che la stoffa si pie-
ghi o si laceri. In altri termini le superficie applicabili sopra una superficie
data si possono considerare come le infinite configurazioni che questa pud
assumere flettendosi senza estendersi o contrarsi in alcuna sua parte. Se
I'arco elementare sopra una superficie, riferita ad un sistema qualunque di
coordinate curvilinee ortogonali, & dato dalla formola ds*=Q,*dg,*-} Q,*dg,?,
si deve poter trovare su qualunque superficie, applicabile alla superficie
data, tale un sistema di coordinate curvilinee ortogonali, che 1'arco elemen-
tare venga rapprescntato dalla stessa formola, ed ¢ ovvio che in questa pos-

22
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gibilitd risiede appunto la condizione sufficiente e necessaria per I'applica-
bilitd delle due superficie. Ne segue che, se si scrive la formola di Gauss
per due superficie applicabili, in due punti corrispondenti, si deve trovare lo
stesso valore di K. Dunque: affinché due superficie siano applicabili Uuna
sull’altra ¢ necessario che nes punts corrispondents esse abbiano la siessa cur-
vatura. In altri termini, quando una superficie flessibile ed inestendibile si
va deformando nello spazio, vi & qualche cosa che non varia in ciascun punto,
ciod la curvatura totale.

26. Sviluppate e sviluppanti. Le proprieta delle sviluppate delle
curve piane ci spingono ad occuparci per analogia del luogo dei centri prin-
cipali di curvatura d’una superficie qualunque, luogo evidentemente compo-
sto di due falde, una generata dal centro C,, I'altra dal centro C,. Ciascuna
falda si pud anche considerare come il luogo degli spigoli di regresso delle
infinite sviluppabili che tagliano ortogonalmente la data superficie lungo le
linee di curvatura d'un sistema. Le due falde costituiscono quella che si suole
chiamare la sviluppata della superficie proposta, e questa, rispetto alla svi-
luppata, prende il nome di sviluppante. Consideriamo la prima falda, ciod
quella generata dal punto C,, le cui coordinate sono #—=0,y=0,s=R,.
Quando M tende a spostarsi lungo la linea di curvatura g, le formole fon-
damentali danno

By W, bR,
s, ' s, P s, O, !

e perd C, tende a spostarsi lungo la normale, com'era prevedibile, giacché
C, tende allora a percorrere lo spigolo di regresso della sviluppabile formata
dalle normali alla superficie lungo la detta linea g,. Invece, per M tendente
a spostarsi lungo la linea g,, si trova

dx —0 dy 1 8z _ OR,

LR TS R T T

(26)

rappresentando con 7 la lunghezza del segmento C,C,. Dunque, per uno spo-
stamento qualunque di M, definito dall’inclinazione w sulla linea q,, si ha,
secondo la formola (9),

dx dy __ 1 dz__dR,
0 ——==-8en ) E—EC—. (27)

ds~ ' ds R,
Dalla prima di queste uguaglianze si vede che ¢/ piano tangente ad una fal-
da della sviluppata & normale alla corrispondente linea di curvatura, d'onde
segue subito che i piani tangenti alle due falde, in due punti corrispondenti,
sono sempre perpendicolari fra loro. Inoltre le (27) mostrano che, se si vaole
che C, si sposti perpendicolarmente alla normale, M deve muoversi in modo
che R, resti costante. In altri termini, come agli spigoli di regresso delle svi-
luppabili delle normali, lungo le linee di curvatura d'un sistema, corrispon=
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dono queste linee stesse, cosi le loro #rajetiorie ortogonali corrispondono alle
curve della sviluppante, lungo le quali resta costante il corrispondente raggio
di curvatura. Ora & naturale assumere i detti spigoli e le loro trajettorie or-
togonali come linee coordinate sulla superficie (C,). Allora, in C,, gli assi 2’
ed y' saranno rispettivamente paralleli agli assi 2 ed y, e I'asse ¢ si dovra
dirigere in senso opposto all'asse 2. Cid premesso, per trovare tutte le cur-
vature fondamentali, relative alla superficie (C,), basta esprimere che le con-
dizioni d'immobilitd del punto (x,y,#), soddisfatte rispetto al triedro della
superficie (M), sono soddisfatte anche rispetto al triedro di (C,) dalle nuove
coordinate
¢=z—R, , Y=y , F=—x. (28)

Innanzi tutto, per trovare le relazioni fra i nuovi e gli antichi quozienti dif-
ferenziali, si noti che dalle formole (26) e (27) risulta

l
ds,_% " ds, , dsy= IT’senwds )
dove o @& definito dalla condizione
dR, =0 , ciod cosm—- +senw 9— =0.

ds 0s,

Ne segue
ReD D LMD WD WD
bs, 05, 0s, ' R,0s, 05, s, Os, Osy Os,
Se la prima di queste operazioni si applica alla terza coordinata (28), si ot-
tiene
0RO .
%, 5‘5—‘—-&;—-—9@13-}' Guy+1,
mentre d'altra parte, distinguendo con un apice tutto cid che si riferisce alla
superficie (C,), si deve avere
Y By — T r =By — I, TR, ;
1
quindi, identificando,

%%, _ ‘5 -1
gbi (gl _a& )
s,

Cosi 9%, ¢ & sono noti quando sulla sviluppante si conoscono le curvature
principali, giacché per le formole di Codazzi si ha
—_— Rl le — _&_ a_R’_l
gi_iﬁ;b_s; 1) 9!—' lR’bs’ .
Analogamente, confrontando le uguaglianze

R, _dy 0 _ o o e @
T =0 5r=Fe—Ti=FetG-GR,

0s,

(30)
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si ritrova il valore di &’ ed inoltre si ottiene @', =0. Dunque gli spigoli di
regresso delle sviluppabili normali ad una superficie sono geodetiche della su-
perficie sviluppata. Se poi la prima operazione (29) si applica anche ad z’, si
giunge solo ad una conferma dei risultati precedenti. Ora si applichi ad z’ la
seconda operazione (29):

&3 (B o+ Gu)=1 (90 + 3) -3 (90w +5)-

Si ottiene cosl un valore di &', che le formola (30) mostrano uguale al pre-
cedente; ed inoltre si trova @',:—7 , vale a dire che C, & ¢l centro di cur-

vatura geodetica ds quella curva R, = costante, che sulla prima falda passa
ver C,, come, inversamente, C, & il centro di curvatura geodetica, in C,,
della curva del sistema definito sulla seconda falda dalla condizione Ry=co-
stante. Finalmente, se la seconda operazione (29) si applica ad y o pure a £,

si trova
1 3R, .
T g’bs +@‘*bs

e cosl, merca le (30), anche &%, viene espresso nelle sole funzioni R.

27. Inversamente ad ogni superficie se ne possono associare infinite al-
tre, ciascuna delle quali costituisce, insieme alla superficie data, la svilap-
pata di tutto un sistema di superficie parallele. Infatti, se si vuole che il
punto (—¢,0,0) si sposti normalmente ad Mz qualunque sia la direzione in
cui si sposta M sulla data superficie, le formole fondamentali mostrano che
occorre e basta che si abbia ¢:9¢,=Q,, 0¢:0g,=0, cioé ¢ e per conseguenza
Q, debbono essere funzioni del solo parametro g,, e perd sulle linee g, & sod-
disfatta la condizione @, =0, gia trovata necessaria nel paragrafo prece-
dente. Dunque: affinché le rette d’'una congruenza siano normali ad una sw -
perficie occorre e basta che siano le tangenti ad una semplice infinita di geo-
deliche di un’altra superficie. Intanto, se si prende Q,=1, si dovra avere
t=s,-} costante, e perd infiniti punti di Mz, a distanze costanti I'uno dall’al-
tro, descrivono infinite superficie, le cui normali son tutte tangenti alla su-
perficie data. Evidentemente, se si considerano le tangenti ad una stessa linea
q,, esse incidono linee di curvatura sulle infinite superficie parallele, ed il
punto di contatto segnera ad ogni istante uno dei centri di curvatura. E dun-
que vero che ognt superficiec si puo considerare, per ciascun suo sistema sem-
plicemente infinito di geodetiche curvilinee, come una delle due falde della svi-
luppata d’un sistema di superficie parallele. L’altra falda si dice complemen -
tare della prima, e dalle cose dette risulta chiaro che ogni superficie ammette
tnfinite superficie complementari, ciascuna delle quali corrisponde ad un si-
stema semplicemente infinito di geodetiche curvilinee,arbitrariamente tracciato
sulla superficie che si considera. Ora il teorema dimostrato in fine del para-
grafo precedente si pud enunciare dicendo che la superficie complementare,



— 173 —

corrispondente ad un dato sisiema di geodetiche, @ il luogo dei centri di cur-
vaiura geodetica delle trajetiorie ortogonali delle geodetiche stesse. Diciamo,
per finire, come si possano tracciare meccanicamente le sviluppanti d'una
superficie data, in modo del tutto simile a quello che gia conosciamo per le
curve piane o storte, S’ immagini una stoffa tessuta con fili inestendibili, tesi
sulla superficie ed attraversati ad angolo retto da infiniti altri fili completa-
mente deformabili, in guisa che la stoffa in tutte le sue parti possa aderire
alla superficie senza piegarsi né lacerarsi. Cid premesso, se si svolge la stoffa
dalla superficie curando di mantenerla sempre tesa nel verso dei fili inesten-
dibili, & chiaro che gli altri fili descriveranno le infinite sviluppanti paral-
lele, che corrispondono al sistema di geodetiche (cfr. § 8) segnato dai primi
fili sulla superficie. :

XII. ESERCIZII SULLE SUPERFICIE.

1. Per determinare lo spigolo di regresso della sviluppabile circoseritia ad
una superficie, lungo una data linea, bisogna ricordarsi (XI, form. 17) che nel
piano tangente in M la generatrice di tale sviluppabile & definita mercé 1'angolo
6 —arctg (No:B); poi si trova la distanza ¢ di M dal corrispondente punto dello
spigolo di regresso derivando I'equazione y—atg0, ed esprimendo che le coor-
dinate di questo punto, cio® — ¢cos®, — ¢sen6,0, soddisfano alle condizioni
(XI, form. 1) d' immobilita. In tal modo si ottiene

sen

“ds

E poi facile calcolare 1'arco e le curvature col solito procedimento, meres le for-
mole (2) del precedente capitolo. Per le linee di curvatura la formola (1) mostra
che —¢ si riduce al raggio di curvatura geodetica, e del resto in questo caso &
chiaro che lo spigolo cercato & una sviluppata della curva, dimodochg, in genera-
le, ¢ dovra variare, perchd rappresenta appunto la lunghezza dell’arco di svilup-
pata. Se invece ¢ & costante (e cid accade quando & costante G}) il detto spigolo si
riduce ad un punto, ciod la sviluppabile circoscritta & una superficie conica, le cui
generatrici sono attraversate ad angolo retto dalla curva considerata. Si giunge
cosi alla seguente proposizione di Brioschi, che generalizza un noto (XI, 2) ted-
rema : ognt linea di curvatura, che ha la curvatura geodetica costante, appar-
tiene ad una sfera che taglia ortogonalmente la superficie. Ritorniamo alla (1)
per osservare che le linee lungo le quali la superficie circoscritta & cilindrica (li-
nee interessanti in quanto che separano le parti della superficie, illuminate da
un fascio di raggi paralleli, da quelle che restano nell’ombra) sono caratterizzate
dall’eguaglianza G =d0:ds, che si pud porre sotto una forma tale da esprimere la
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curvatura geodetica, in ogni'punto M, in funzione di quantita (XI, 18) che riman-
gono invariate per tutte le curve tangenti in M alla curva che si considera. Calco-
lando infatti la derivata di 0, si trasforma la precedente condizione in quest’alira:

KG}:%N—@@T .

Cosi in ogni punto, data la tangente, si potra determinare anche il piano oscu-
latore.

2. La proprieta di IN', testé ricordata, permette di calcolare la curvatura, in
un punto M, dell’ intersezione d’ una superficie col piano tangente in M. Si sa
che questa curva ha due rami, tangenti alle assintotiche. Intanto, se si distingue
con un indice tutto cio che si riferisce ad un’assintotica, si ha

1 1 2

=0, B= ro,@ Po’N Po’o

D’ altra parte la torsione geodetica, per tutte le curve tangenti all’ assintotica, ha
(XI, 4) un sol valore, e perd, nel punto M,

quindi, in particolare, se la curva e I'intersezione della superficie col piano tan-

1
gente, nel qual caso si ha ¢=1/,=, -;—=0, & pure

d9% d 1 senddp 1 __dd%b _3
E—-_cosqu%?— 0 “‘E—-p—ro ’ N-—-d?—zgg—-pro .

Eguagliando fra loro i due valori di IN si trova p=?/,p, in generale, e si scopre
cosi questo elegante teorema di Beltrami: la curvatura dell’ intersezione di
una superficie col piano tangente in un punto iperbolico é uguale, in questo
punto, per ciascun ramo, ai */, della curvatura dell’assintotica tangente al
ramo che st considera. Qui, ricordando le cose dette in fine del §4 del precedente
capitolo, richiamiamo 1'attenzione su questo esempio di linee che si toccano,
osculate da uno stesso piano, e che pure non hanno egual flessione nel punto di

contatto.

3. Sul piano (XI, 2) ogni curva & assintotica ed insieme linea di curvatura,
dimodoche K & nulla perche sono nulli &%, ,&%, e ®. Pi generalmente & nulla
la curvatura di qualunque superficie sviluppabile, perché per ogni punto di tale
superficie passa una retta, lungo la quale le normali alla superficie formano un
piano. Questa retta & dunque linea di curvatura, e d’altra parte (XI, 1) essa &
anche assintotica , d’ onde segue che, essendo nulli 9 e & per ogni generatrice
rettilinea, si ha K=0 in ogni punto. Esistono alire superficie.a curvatura nul-
la ? Se la superficie vien riferita alle sue linee di curvatura, dev’essere costante-
mente nulla G, e tale dev’essere anche una delle &0, per esempio o, . Intan-
to la seconda formola di Codazzi (XI, 9) da &%, @, =0. Se a questa condizione si
soddisfa prendendo o, =0, una nota formola (XI, 12) mostra che si ha & =0
qualunque sia w, ciog tutte le linee sono di curvatura, e perd (XI, 11) la superfi-

cie & necessariamente sferica; anzi essa &, pid particolarmente, piana, giacche -
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una sfera di raggio finito non ammetto assintotiche reali. Se poi non 3 o, =0
si dovra supporre @, =0. Dunque (XI, 1) ogni linea g, , geodetica ed assintotica,
& necessariamente retfa, vale a dire che la superficie & rigata; né puod essere
storta, altrimenti (IX, 8) le generatrici non sarebbero linee di curvatura. Dunque
le sole superficie a curvatura nulla sono il piano e le superficie sviluppabil,

4. Pud una superficie ammettere due sistemi di geodetiche, che si tagliano
sotto un angolo costante ? Se le geodetiche d’ un sistema si prendono come linee
coordinate g¢,, si ha §, =0, e la prima formola (19) del capitolo precedente mo-
stra che dev’essere anche §,—0, dimodoché ogni altro sistema di trajettorie delle.
curve del dato sistema sara costituito da geodetiche: cid accade sul piano e sulle
sviluppabili. Intanto la formola di Gauss d& K=0, e perd possiamo enunciare il
seguente teorema di Liouville: due sistemi di geodetiche d’una super ficie non
sviluppabile non possono tagliarsi ad angolo costante.

5. Qual’é la curvatura d’'una superficie rigata? Se o, B,y sono i coseni di-
rettori della generatrice, rispetto al triedro fondamentale d'una curva qualunque
della superficie, 1'angolo ¢ della normale principale con la normale alla superficie
(perpendicolare alla tangente ed alla generatrice) & dato dalla relazione Bsen¢ -
 cos =0, dalla quale, derivando e tenendo conto di note (IX, form. 37) condi-
zioni, successivamente si deduce

a_ _ s
Ty STeee=—5"

Ora, se si assume come linea fondamentale la stessa generatrice, & chiaro che deve
essere D=0, e perd (IX, form. 30)
cos’t p

P e4p
Dunque, a prescindere dal segno, il parametro distributore d’una rigata storta
rappresenta il raggio di torsione geodetica delle generatrici, lungo la linea di
stringimento. Poi, essendo K —=— &°, vediamo che il valore assoluto della cur-
vatura d'una rigata storta, lungo la lmea di stringimento, € inverso del qua-
drato del parametro distributore. Lungo una generatrice la curvatura varia in-
vece come cos?7, dimodoché all’infinito si annulla. Cio si spiega col fatto che ogni
rigata ammette una sviluppadile assintotica, inviluppo dei piani condotti per lo
generatrici perpendicolarmente ai piani centrali, e perd all’infinito si comporta
sempre come una sviluppabile. Ora che conosciamo il valore di &, e sappiamo che
& e @ sono nulli, la seconda formola di Codazzi ci da subito la curvatura geo«
detica di qualunque trajettoria ortogonale delle generatrici:

C=—

9 o ¢

> gcos'r—l,_'_p, .

Siccome @, non si annulla, a distanza finita, se non per =0, si vede (cfr. IX, 16)
che la linea di stringimento é il luogo dei punti, nei quali é nulla la curvatu-
ra geodetica delle trajettorie ortogonali delle generatrici.

' 19
q_—EEIOgG—-—

6. Superficie di rotazione. Si chiamano cosi lo superficie generate da una
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curva piana che ruota intorno ad una retta fissa nel suo piano, alla quale retta si
da il nome di asse. La curva generatrice, in ciascuna delle infinite sue posizioni si
chiama meridiano, ed il circolo descritto da un punto qualunque del meridiano si
chiama parallelo. Adunque i meridiani ed i paralleli sono le sezioni fatte nella
superficie dai piani che passano per I'asse e dai piani perpendicolari all’ asse. Non

vi & ragione perché la normale alla superficie, in un punto qualunque M, sia si- .

tuata piuttosto da una parte che dall’ altra del piano del meridiano che passa per
M, e perd la detta normale coincide sempre con la normale al meridiano, in M.
Dunque i meridiani sono ad un tempo linee di curvatura e geodetiche della super-
ficie. Ne segue che, se si assumono come linee ¢, i meridiani, si ha
1
gba=p— y ¢=0 , &=0. ®@
1
L’altro sistema di linee di curvatura & costituito dalle trajettorie ortogonali dei
meridiani, cio¢ dai paralleli, come del resto si riconosce direttamente osservando
che le normali alla superficie, lungo ciascun parallelo, concorrono sull’ asse. Se ¢
¢ I'inclinazione dell’asse sulle tangenti ai meridiani lungo un parallelo di raggio ¢,
¢ chiaro che ¢ e ¢ sono funzioni soltanto di ¢, =s,, ed & noto (II, 2) che si ha
dp 1 dq
as—‘—-P—‘ N I’-‘-—SGDQ . (3)
Finalmente, per le deflnizioni date in principio del capitolo precedente, osservando
che nel caso attnale ¢ & #—o,

cos @ sen @
Doy=——- =, 4
==, 6= @
Adunque si vede che i raggi principali di curvatura sono
q
. Ry=p, , R'=_c_-osq> ’

vale a dire che i centri principali di curvatura in ogni punto M sono il centro di
curvatura del meridiano che passa per M, e quel punto dell’asse, che sta sulla nor-
male elevata per M alla superficie. E facile verificare, tenendo presenti le (3), che
i valori (2) e (4) soddisfano alle relazioni di Codazzi. Cid premesso, una nota for-
mola (XI, form. 19) da il valore della curvatura geodetica in una direzione qua-
lunque:

dw
Cﬁ:—@,senm—& .
D’altra parte si ha, in virta di (3),
’ ‘ seng ldg 1 g

&= q =?X,—qcosmb_s ’
Dunque 5
C:}:-—qcoswa—s(qsenw) . ®)

Per & =0 si trova il seguente teorema di Clairaut: ogni geodetica d’'una su-
perficie di rotazione incontra i meridiani sotto un angolo, il cui seno varia,
da un meridiano all’allro, proporzionalmente alla curvatura del parallelo.
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7. Determinare le assinlotiche d'una superficie di rotazione, ciod, data e~
quazione intrinseca f(s,p) =0 del meridiano, trovare le equazioni intrinseche
delle assintotiche. Prima si noti che 1’ inclinazione ® di queste curve sui meri-
diani & data (XI, 12) dalla formola _

R, q :
fy—— 33— 6
tgho= R‘ peosg ’ ©)
in cui ¢ e ¢ sono funzioni di s, che si sanno ricavare, mercs le (3), dall'equazione
intrinseca data. Ne segue che anche w & funzione della sola variabile s, dimodoch
bastera conoscere un’ assintotica sola per conoscerle tutte. Cid premesso, avvalen-
dosi della (5), & facile calcolare I'arco e la flessione delle assintotiche:

d ds 1 1d \
=1 cosw °’ 'P—o——?a(qse““’)- M

La torsione ci & poi data immediatamente dal teorema di Enneper:

| 1 _ cosg _
TR e+ P ®

Consideriamo, per esempio, la superficie generata da una linea di Ribaucour, di
indice 7, che ruota intorno alla sua direttrice. Affinchd la superficie abbia le as-
sintotiche reali bisogna supporre #<— 1, perché allora soltanto (III, 18) avviene
che la curva rivolge costantemente la sua convessitid verso I'asse. Intanto per

=—1/,(n+1)pcose la formola (6) da tg*w=—"1/,(n+1), vale a dire che l¢
assintotiche incontrano ¢ meridiani sotto un angolo costante. Poi dalle formole
(7) e (8) si ha subito

s

=
= osw ' PoT

cos.wpcotfp y ro=plgw .

Notevole fra tutti ¢ il caso della catenaria (#»=——3). Allora la superficie si chia=

ma calenoide, ed & caratterizzata fra le superficie di rotazione da w=x=1/,x,
ciod dal fatto che anche le assintotiche formano un doppio sistema orlogonale.

Dalle ultime formole, ricordando che I'equazione della catenaria & p—-a+ —, si

ricava che le assintotiche del catenoide sono definite dalle equazioni mmmeche
: ]

24 s
p':.!-l—T Ly r=a+2—a .

8. Per lo studio delle superficie applicabils (XI, 25) sulle superficie di rota-
zione bisogna osservare che al quadrato dell’ arco elementare su tali superficie si
puo sempre dar la forma ds® |- g*d6?, rappresentando con ds e ¢df gli archi ele-
mentari del meridiano e del parallelo di raggio ¢. Ogni volta che si riuscira a sta-
bilire sopra una superficie un sistema di linee coordinate, tali che il quadrato del-
I'arco elementare prenda la forma dg,*--/*(q,)dq,?, si potra affermare I'applica-
bilita della superficie stessa sopra una superficie di rotazione, e si sapra inoltre
che nell’effettiva applicazione d’una superficie sull’altra le linee g, andranno a di-
stendersi sui meridiani e le g, sui paralleli. Si trovano anzi infinite superficie di
rotazione, sulle quali & applicabile la superficie data, giacché, rappresentando con
k una costante arbitraria, si pud prendere ¢,=s,q,=0:k,q =Fkf(s). Per sapere
poi quali sono queste superficie basta determinare equazione intrinseca del
meridiano, ed a cid si perviene facilmente col derivare I'eguaglianza g = &f(s),

23
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tenendo conto delle (3):

seng=~kf(s) , cosg=rkpf"(s) .

Dunque Fequazione intrinseca cercata ¢

|/1 —kr

_— 9
TEO) ©

Le due superficie che corrispondono ai valori k& e &>k sono applicabili 'una sul-

I'altra; ma & facile vedere che per coprire interamente la prima basta una parte
della seconda, terminata a due meridiani.

p==%t

9. Superficie a curvatura totale costante. Di queste importanti superficie
abbiamo gia un esempio fra le superficie rigate, giacché si & visto che in ogni
punto d'una sviluppabile si ha K =0. Se il valore costante di K non & nullo, la
superficie non pud essere rigata, perchd nelle rigate storte la curvatura, diversa
da zero sulla linea di stringimento, & nulla all’infinito. Esistono invece infinite
superficie a curvatura costante positiva o negativa fra le superficie di rotazione,

e noi possiamo determinarle tutte. Infatti, affinché sia costante R,R,, la curva-
tura del meridiano dev’essere proporzionale al segmento di normale compreso
fra il punto d’incidenza e I’ asse di rotazione. Dunque il meridiano appartiene
ad una classe di curve, gia studiata nel secondo capitolo (7, m, n). Bisogna di-
stinguere le superficie a curvatura costante positiva (che hanno le forme segnate
qui sopra) dalle superficie a curvatura costante negativa, fra le quali & partico-
larmente notevole la pseudosfera, cioé la superficie generata da una trattrice
(I, 8, b) che ruota intorno al suo assintoto. Questa superficie separa, per cosi dire,

i due tipi di superficie a curvatura negativa, come la sfera separa i due tipi di
superficie a curvatura positiva. Le sue assintotiche si determinano subito ricor-
dando che, se a & il segmento (costante) di tangente, staccato dall’asse a par-
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tire dal punto di contatto, si ha

seng=——e y g=asene , p=acoto ,
dimodoche la (6) da w=—=c=¢; poi da (7) e (8) si deduce

= R =2
s,=alog cot 5 90_28611(9 i
Dunque le assiniotiche della pseudosfera son definite dalle equazioni intrin-

seche

y To=a.

p=%(e“£+e-%) , r=a.

Ognuna di queste curve tocca il parallelo massimo (p="1/,1), ed estendendosi al-
I'infinito (p=0) tende a confondersi con I’ asse, intorno al quale gira indefinita~
meate: cio si deduce anche dal fatto, facile a dimostrare, che ogni coppia di meri-
diani stacca archi uguali da un’assintotica qualungque e dal parallelo massimo. Bi-
sogna poi notare che questo parallelo & una linea singolare, sulla quale cessa la
validita di parecchie proposizioni della teoria generale; ed in particolare le linee
assintotiche, nei loro punti di contatto col detto parallelo, si flettono pia di quanto
indica (§ 2) il teorema di Beltrami.

10. Le superficie trovate nel precedente paragrafo sono importanti anche
perchd forniscono, col solo flettersi senza estendersi o contrarsi, tutte le superficie
a curvatura costante. Presto, infatti, si vedra che la condizione dell’'uguaglianza
fra le curvature nei punti corrispondenti, gia (XI, 25) trovata necessaria per
I’ applicabilita d’ una superficie sopra un’altra, & anche sufficiente quando si tratta
di superficie a curvatura costante. In altri termini: ogni superficie a curvatura
costante ¢ applicabile su qualunque altra superficie che ha la stessa curvatu-
ra. Per dimostrare cid prendiamo le linee ¢, fra le geodetiche della superficie,
ed osserviamo che la formola di Gauss si riduce a

2
DDQ:-{-KQ,:O . )
94

Se inoltre le linee g, si scelgono come nel § 24 del precedente capitolo, cioé econ-
correnti in un punto reale, dovra essere
limg’=1 , lim LQ’:I . (11)
970 ¢, 2,0 0g,
Con queste condizioni all'equazione (10) non si pud soddisfare, per K=—=0, se non
prendendo Q,=¢q,, ed allora il quadrato dell’ arco elementare ci si presenta sotto
la forma dq,*- q,dg,*; ma questa & appunto la forma di ds* nel piano, quando
8i fa uso di coordinate polari. Dunque, ricordando la proposizione ottenuta nel
§ 3, possiamo enunciare il seguente teorema: affinché una superficie sia ap--
plicabile sul piano occorre e basta che sia sviluppabile. Le sviluppabili sono
dunque le infinite forme che pud prendere nello spazio un piano flessibile ed

T
inestendibile. Se invece si suppone che K abbia un valore positivo il deve

prendere Q,=aseni—‘ per soddisfare all’equazione (10) ed alle condizioni (11).
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Allora il quadrato dell’arco elementare prende la forma dq,’—l—a’sen’Z—‘dq,’,

unica per tutte le superficie la cui curvatura & — , fra le quali & sempre la sfera

2
di raggio a, come del resto risulta anche dall’aequazione (9), che per k=1 di-
venta p=—a quando vi si pone f(s)=asen %. Dunque tutte le superficie a cur-
vatura 21 Sono applicabili sulla sfera di raggio a. In altri termini ogni super-
ficie a curvatura costante positiva si pud ottenere deformando una sfera flessibile
ed inestendibile. Finalmente supponiamo che K abbia il valore—-%‘; . Allora per

soddisfare alla (10) nel modo pid generale bisogna prendere
9 2

Q=0(g,)e* +¥(g)e *

con ¢ e ¢ funzioni arbitrarie, le quali si possono sempre assegnare in modo che
la superficie risulti applicabile sopra una superficie di rotazione, sia prendendone
una eguale a zero ed incorporando I’ altra in dg,, sia ponendole uguali fra loro, o
pure prendendo ¢ =—1. Si perviene cosi alle seguenti forme di Q,:

9y 24 2 L

LT 9 Y
_;_(ea_e a) , ae o . %(ea_l_e a).

Ora son queste appunto (II,7,7) le forme di ¢, che definiscono i tipi di superficie
a curvatura costante negativa, trovati nel paragrafo precedente. Dunque ogni su-
perficie a curvatura costante negativa é applicabile in diversi mod: sopra una
pseudosfera e sulle altre superficie di rotazione che hanno la medesima cur-
vatura. Ma, delle tre forme trovate, soltanto la prima soddisfa alle condizio-
ni (11), e perd soltanto sopra una superficie del corrispondente tipo si potra ap-
plicare la superficie se si vuole che sui meridiani vadano a distendersi tutte le geo-
detiche uscenti da un punto reale. Invece, se si attribuisce a Q, la seconda for-
ma, si vede che ¢ si annulla solo per g, infinito, e cid vuol dire che il punto di
concorso delle geodetiche si dovra supporre infinitamente lontano sulla superfi-
cie. Finalmente ¢ (o Q,) si annulla, qualunque sia g¢,, anche quando per Q, si
assume la terza forma, ma si annulla per un valore immaginario g,='/yma }/—I.
Si arriva cosi a vedere che una superficie a curvatura costante negativa é sem-
pre applicabile su qualunque superficie di rotazione che ha la stessa curvatu-
ra, in modo che un sistema qualunque di geodetiche concorrenti st applichi
sul sistema dei meridiani; e la superficie di rotazione dovra appartenere ad uno
dei noti tipi secondo che il punto di concorso delle geodetiche & reale e situato a
distanza finita, reale ed infinitamente lontano, o pure immaginario. Natural-
mente anche le superficie di rotazione appartenenti ad un tipo sono applicabili su
quelle d"un altro tipo; ma, contrariamente a cid che avviene per le superficie a
curvatura positiva, i meridiani non restano meridiani, e si trasformano invece in
un altro sistema di geodetiche concorrenti. Cio si deve alla possibilita (che non
ha riscontro sulla sfera) dell’ esistenza di geodetiche che non s’incontrano o pure
8'incontrano all’ infinito. E se si vuole che la superficie si deformi conservando i
meridiani, & necessario che conservi anche il proprio tipo, come del resto si ve-
rifica facilmente mediante la (9). Particolarmente notevole & la psendosfera, che
non puo deformarsi, conservando i meridiani, se non scorrendo su sé stessa, vale
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a dire che 1’ unica superficie di rotazione applicabile sulla pseudosfera, in modo
che i meridiani si distendano sui meridiani, & la pseudosfera stessa. Infatti per

r (s)=ae—§ I’ equazione (9) diventa

2
p=%‘/e“—k’ ,

e questa rappresenta sempre la trattrice di parametro a, come si riconosce subito
cambiando s in s J-alogk. Cid si spiega facilmente osservando che solo nel caso

della pseudosfera i paralleli hanno la curvatura geodetica costante ——%, e che

d’ altra parte questa curvatura non pud variare quando la superficie si deforma
per semplice flessione. ‘ .

11. Superficie a curvatura media costante. Interessanti questioni di fisica
conducono alla considerazione di queste superficie, fra le quali sono particolar-
mente notevoli gli elassoid?, o superficie a curvatura media nulla. L’ egna-
glianza H=0 ci dice subito che I’ indicatrice di Dupin &, in ogni punto, un’iper-
bole equilatera, e che per conseguenza gli elassoid: sono caratterizzati dal fatto
che le loro assintotiche costituiscono un sistema doppio ortogonale. Ora, rife-
rendoci ad un precedente risultato, possiamo affermare che l’unico elassaide di
rotazione é il catenoide , come si riconosce anche ricordando (II, 7, e) che la ca-
tenaria & caratterizzata dalla proprieta di avere, in ogni punto M, il centro di
curvatura simmetrico, rispetto ad M, del punto d'incontro della normale con la
direttrice. E facile rispondere alla questione pia generale: quali superficie di ro-

tazione hanno la curvatura media costante? Indicando con - il valore co-

stante di H, la curvatura del meridiano deve soddisfare all’ eguaglianza
1 1 cosg
. +,= 7’

dalla quale (V, 3, /) apprendiamo subito che le superficie richieste sono gene-
rate dalla rotazione delle curve di Delaunay intorno alle rispettive direttrici,
. Secondo che la curva appartiene al
tipo ellittico o al tipo iperbolico, la
superficie si chiama onduloide o
nodoide. In virtd d’'una nota pro-
prieta delle curve di Delaunay & chia-
ro che all’onduloide ed al nodoide
sono parallele le due superficie del
primo tipo trovato nel §9; ma questa
proprieta vale in forma piu generale
e ci rivela un intimo nesso fra le su-
perficie a curvatura media costante
e quelle a curvatura totale costante.
Infatti, se ad una superficie su cui si
ha R,R,=a? si conducono, alle distanze a e —a, le superficie parallele, que-
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ste hanno i raggi principali R,-=a ed R,5=a; e poiché
1 1 1
R,ra tReFa Ry,Fa =*3a
8i vede che le due superficie sono a curvatura media costante.
12. Per tutte le superficie a curvatara media costante sussiste la proprieta:

le linee di curvatura costituiscono un sistema isotermo. Infatti dalle prime due
formole di Codazzi si ricavano subito le curvature geodetiche sotto la forma

_¥ Yy __ o
@g—i;"'b‘s" ’ @5*_'5?’—'5;:’ (12)

in cui f=0,9=1/, log(% —9%0,); ed & noto (XI, 22) che basta la prima
eguaglianza (f=0, anzi A*f=0) perchs il teorema sia dimostrato. Per un elassoi-
de il teorema sussiste anche quando si considerano le assintotiche invece delle linee
di curvatura. Infatti, se si prendono le assintotiche come linee coordinate, dalle
predette formole di Codazzi risultano i valori delle curvature geodetiche sotto la
forma (12), con f=0, g="/,log &. Dunque le assintotiche di qualunque elas-
soide costituiscono un sistema isotermo, Del resto questo teorema & un'immediata
conseguenza del precedente, giacche con w="1/ 7 si soddisfa (c/r. XI, 22) certa-
mente a A’w=0. Ad un'altra proprieta caratteristica degli elassoidi si giunge
cercando di rispondere alla domanda: quali doppii sistemi ortogonali di curve
restano ortogonali nella rappresentazione sferica? Cid equivale (XI, 14,15) a
chiedersi quando & che una coppia ortogonale di diametri d'una conica & conja-
gata ad un’altra coppia ortogonale, Ora noi sappiamo che i soli assi hanno questa
proprieta, a meno che la conica non sia un’iperbole equilatera, nel qual caso
(III, 4) 1a proprieta appartiene ad ogni coppia di diametri perpendicolari. Dunque,
in generale, le linee di curvatura costituiscono l'unico sistema che si conservi
ortogonale nella rappresentazione sferica, e sollanto sugli elassoidi avviene
che ogni altro doppio sistema si conserva oriogonale. Del resto, se si osserva
che le deviazioni di due linee perpendicolari sono definite dalle tangenti trigono-
metriche —&:No ¢ T:9W, un calcolo facile mostra che I'aumento dell’ an-
golo delle due curve, nella rappresentazione sferica, ha la tangente (R,+R,)®.
Dunque, se si vuole che I’angolo resti uguale ad !/, %, mentre ?'5>0 bisogna che
sia H=0,

13. Ora domandiamoci : esistono elassoid: fra le superficie rigate? Uno dei
due sistemi di assintotiche & necessariamente costituito dalle generatrici rettilinee,
le quali sono anche geodetiche, dimodochd si ha %1=@‘=0. L’altro sistema &
formato dalle trajettorie ortogonali delle generatrici, per le quali curve gia si &
visto (§ 5) che si ha

¢ p
Y=y T 9
Intanto, poichd dev'essere anche ©%W,—0, la prima formola di Codazzi mostra che
& ¢ funzione del solo parametro ¢, , e perd p e £—gq,, che non dipendono da g, ,
sono costanti. Cid premesso, sulla linea di stringimento si ha ¢==0, e conseguente-



— 188 —

mente &,=0. Dunque la linea stessa, assintotica e geodetica, & retta, vale a dire
che le generatrici incontrano ortogonalmente una retta fissa dello spazio. Quando
si fa variare soltanto s,—s, ¢ conserva un valore costante 5, e le formole (13)
danno, per misurare le curvature di qualunque trajettoria ortogonale delle gene-
ratrici, i valori costanti

1 b 1 a

TETEFE TR

rappresentando con a il valore costante di p. Dunque (X, 4) le assintotiche curvi-
linee della superficie sono eliche circolari. Finalmente, se si applicano le formole
fondamentali alla direzione della generatrice (x=1,B=7=0) nell'ipotesi che
P’origine si sposti lungo un’assintotica curvilinea qualunque, si trova da=238=0,
¥y —=— ®ds; poi, per ¢=0, si vede che 'angolo di cui ruota la generatrice in-
torno all’asse di stringimento & s:a, ciod varia proporzionalmente al segmento per-
corso sul detto asse dal piede della generatrice. Si giunge cosi (IX, 7, &) al seguente
teorema di Catalan: lunico elassoide rigato é Velicoide a piano direttore. Del
resto questo teorema risulta immediatamente dal fatto che la predetta superficie &
1’unica (X, 9) che abbia pit di due assintotiche ortogonali alle generatrici.

14. Per sapere su quali superficie rigate le trajettorie ortogonali delle genera-
trici sono (come nell’ elicoide a piano direttore) linee a curvatura geodetica co-
stante, bisogna vedere quando & che la curvatura Q,, data dalla prima formola
(13), si riduce ad una funzione del solo parametro g, . Perchd cid avvenga & neces-
sario che le quantitd p e #—gq,, sempre indipendenti da g,, restino costanti: sia
p=a,t=gq,. La linea di stringimento (¢=0) & dunque una linea g¢,, ed ¢ una
geodetica (&,=0), d’onde segue che ammette le generatrici come binormali. Inol-

tre — &, che conserva il valore ’y lungo tutta la linea di stringimento, rappre-

senta la torsione della linea sfessa. Dunque le superficie cercate son quelle costi-
tuite dalle binormali delle linee a torsione costante. Per tutte queste superficie,
essendo

. OlogQ, ¢,

g, _91’ +a?

e conseguentemente Q, = }/¢,*- a*, il quadrato dell'arco elementare prende la
forma unica dg,*-(g,*+ a')dg,”. Dunque le superficie di cui si tratta sono ap-
plicabili sull’elicoide a piano direttore. E poi evidente che sono applicabili an-
che sopra superflcie di rotazione, delle quali si determina la forma ;’)rendendo

f(®=V+a* in (9). Per k=1 questa equazione diventa p_a+—-, e perd

Uelicoide a piano diretiore é applicabile sul catenoide. In altri termxm se 8i
flette un catenoide inestendibile rettificandone il parallelo minimo, i meridiani si
rettificano per costituire un elicoide a piano direttore.

16. Quadriche. Per lo studio intrinseco d’una superficie, rappresentata da
un’ equazione del secondo grado fra le coordinate relative ad assi immobili, si co-
minci dall’osservare (cfr. I11, 6) che, se si pone 'origine sulla superficie, dirigendo
'asse z secondo la normale, e se si deriva I’equazione esprimendo 1'immobilita dei
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punti («,y,2) mediante le solite condizioni (XI, form. 8), si deve ritrovare I' e-
quazione da cani 8i eapartiti. Cid premesso, ricordandosi che per a—=y—2—0 i
% Y
3, ° 3,
si riconosce subito che la parte lineare nell’equazione proposta deve ridursi a z;
poi si vede, per 2=0, che la superficie & tagliata dal piano tangente secondo due
rette, reali o immaginarie: essa ¢ dunque (IX, 7, d) una quadrica. Lasciamo al
lettore la cura di dimostrare la proposizione reciproca. Se gli assi « ed y si diri-
gono tangenzialmente alle linee di curvatura deve mancare anche il termine in

ay, dimodoche 1’equazione si riduce finalmente alla forma

| 2=1/,(90." + D" +15%) +(ax +By)s (14)

Dopo averla derivata una volta rispetto a ¢,, ed un’altra rispetto a g,, bisogna
identificarla con ciascuna delle due equazioni derivate, considerando i coefficienti
di y* per la prima e quelli di @* per I'altra. In tal modo si ottiene

1 9%, 1 90,

=6, 3 PToE, T, (13)

soli quozienti prendono il valore —1, mentre tutti gli altri si annullano,

-4

Paragonando invece il coefficiente di a* nella prima equazione e quello di y* nella
seconda agli analoghi coefficienti dell’equazione primitiva, si ottengono i valori

1 90, 1 D,

T390, o, ' " 390, s °

ed uguagliando questi ai precedenti si ritrova, integrando, una proprieta carat-
teristica (XI, 17) delle quadriche, cio¢ I'indipendenza dei rapporti 9o,*: o, e
No,®: Mo, da g, e g, rispettivamente. Ora si & naturalmente condotti a sceglie-
re i parametri delle linee di curvatura ponendo
O,=¢,°¢s , PV =94, ,

dopo di che i valori (15) diventano

1 = 1
Qa, ' T Qa

Intanto dalle prime due formole di Codazzi risulta

o=

dlogQ, g, dlogQ, g
0g, 2,(9,* —¢,") T, 909, —g") "’

d’onde, integrando, si traggono Q, e Q,; poi

(16)

2,9:9(¢,) . 9,9:%(9,)
- [} —_—m T e
Vai—a Vai'—as
Qui si osservi che il rapporto di Q, a Q, risulta uguale al prodotto d'una funzio-

ne di ¢, per una funzione di g,. Dunque sulle quadriche le linee di curvatura
costiluiscono un sistema isotermo, Per determinare y basta paragonare il coeffi-
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ciente di 2* nell'equazione primitiva a quelli delle due derivate, ed integrare le
equazioni che in tal modo si ottengono:

L—ar—296) , FL=pr—200) .

Si giunge cosi a trovare
T=—0¢,5(2"+9,'—4) , .

e per conoscere completamente tutti i coefficienti dell’equazione (14) in funzione
delle g ci resta soltanto da precisare le funzioni ¢ e ¢. All'uopo si paragonino il
coefficiente di @z nella prima equazione derivata, e quello di yz nella seconda,
agli analoghi coefficienti dell’equazione primitiva, e nelle uguaglianze cosi ottenute

dat » - 0B
3. =a'—B G, +19, — 90 , -b__s, =p'—a G, -+ T, — Jo,?
1
si sostituiseano i precedenti valori di &, B,y e delle o, Con facili considerazioni
si riconosce che, posto -
f(#)=a®— Az’ Bx—C ,
si deve prendere

9(q)= V'_f(%') A =VW.") ’

e con cio si ha quanto occorre per lo studio intrinseco delle quadriche.

16. Fissato per z un valore qualunque, I'equazione (14) rappresenta una co= -

nica, che degenera in nuna coppia di rette per quei valori di # che ne annullano il
discriminante

o, 0 az =q,%9,°2(Cz2—2q,4,) ,
0 S, Bz
as Bz yz*—2z

ciod per 2=0 e per Cz2=2q,q,. Dunque ogni sezione piana d’'una quadrica é
una conica, e per ciascuna direzione esistono due sezioni degeneri, i cui piani toc=
cano evidentemente la superficie. Cosi vediamo, lasciando da parte la discussione
dei casi eccezionali, che ad ogni punto M corrisponde un punto N, le cui coordi-
nate, rispetto al triedro fondamentale che ha I'origine in M, sono definite dalle
condizioni

Qv+ az=0 , Doy+pz=0 , Cz=2¢4, ;

e la corrispondenza fra i due punti & tale che, in essi, i piani tangenti alla quadrica
sono paralleli. Dopo cio & chiaro che, se la superficie possiede un centro, questo
deve dividere per meta la corda MN, e perd si potra dire che il centro esiste, e
che le sue coordinate sono :

s f(g,%) ' (g, 9:9%
T e —2 O e— —— — a3 —_— — ’ 7
B=T0 Y i VT LY = T C an

dopo aver verificato (come facilmente si pud) che queste coordinate soddisfano alle
24
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condizioni d’immobilita. Affinché M sia un verfice bisogna che si abbia 2z, =0,
¥,=0, ed allora z, rappresenta la lunghezza del corrispondente semi-asse. Dun-
‘que, se A,p,v sono le radici di f, supposte distinte, si definisce una delle tre cop-
pie di vertici, e quindi uno dei tre assi, prendendo (per esempio) ¢,2=2»%,q,* =n,
nel qual caso la lunghezza ¢ del semi-asse sara data da C*®= As. Dunque, se si
osserva che C=1Apv, si vede che i quadrati dei semi-assi sono

1 1 1
3 _ 3 — -
=m0 e YT
e che per conseguenza il valore della costante C & inverso di V&b_c'. Che i tre assi
costituiscano una terna ortogonale risulta dalla simmetria stessa della forma che
prende l'equazione (14) quando l'origine delle coordinate si trasferisce nel centro
della superficie. Si ottiene infatti, cambiando 2 in z - ¢ ed osservando che A &

uguale a A-f-p+v,

3 3 z%

@ Y .
Ftepte=

=1 (18)

ed @ poi facile servirsi di questa equazione per discutere le varie forme di quadri-
che reali, corrispondentemente alle ipotesi di ¢re o due coppie di vertici reali, o di
una coppia sola. Nel primo caso si ha I'ellissoide, nel secondo 1'iperboloide ad
una falda e nel terzo l'iperboloide a due falde. Intanto si noti che la linea di cur-
vatura, definita dall’equazione ¢,>=2, passa per le due coppie di vertici, corri-
spondenti ai valori g e v dell’altro parametro ¢,*; e poiché si ha 3,=0, la linea
considerata ¢ piana (XI, 2). Dunque le tre sezioni diametrali principali, cioé le

- sezioni fatte dai piani principali (piani che passano per due assi) sono linee di cur-
vatura ed insieme geodetiche della superficie. Cio & del resto evidente se si riflette
che le normali alla superficie, lungo una sezione diametrale principale, stanno tutte
nel piano della sezione, o pure se si osserva che i piani principali tagliano la su-
perficie ad angolo retto; ma da cid che si & detto prima risulta ancora che le tre
curve sono caratterizzate dal fatto che, lungo ciascuna di esse, il quadrato d'un
parametro si conserva costantemente ugunale ad una radice di /.

17. Si definiscono gli ombelichi (9%0,—=9%,) prendendo ¢,*=g,* = A, p,v,
successivamente, nel qual caso z, ed y, diventano indeterminati, ma
20 ,
Clad+y)=—N+B—T=—10),

dimodochs, per fissare la posizione del centro rispetto al piano tangente ed alla
normale in un ombelico, si hanno le formole

zl=abed® , a4 yr==abef'(}) ,

e si trova cosl che le distanze del centro ai piani tangenti negli ombelichi (reali
o immaginarii) sono bc:a,ca:5,ab:c, mentre le distanze alle corrispondenti nor-
mali sono

== —‘ll— V(ct*—a®)(a*—?) , :*:—;— V@ —=&)@t=c?) , = % V(@ —c)(c*—a?)

Evidentemente gli ombelichi stanno sulle tre sezioni diametrali principali, ma non
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sono tutti reali. Cosi, per esempio, nel caso dell ellissoide, supponendo a>5>¢,
i soli ombelichi reali sono i quattro punti definiti da ¢,*=g¢,* =p; questi appar-
tengono alla sezione determinata dagli assi minimo e massimo, e sono definiti da
questa circostanza e dal fatto che la loro distanza al centro & }/a*-c*—03, mi-
nore di a e maggiore di c. Gli altri ombelichi sono immaginarii appunto per-
ché appartengono alle sfere, concentriche all’ellissoide, descritte con raggi
Vet —at<e, Va* 8 —c*>a, e delle quali, per conseguenza, la prima
& troppo piceola, la seconda troppo grande per tagliare I'ellissoide. I quattro
ombelichi reali si associano in due coppie, F,G, ed F',G', di punti diawetral-
mente opposti, ed i piani tangenti in questi punti distano tutti per ac: 5 dal cen-
tro dell’ellissoide. Le sole sezioni circolari (reali) della superficie stanno eviden-
temente in piani paralleli ai detti piani tangenti, e due di esse, ciod quelle situate
in piani diametrali, hanno il raggio 4. Anche 1'iperboloide a due falde ha due
sole coppie di ombelichi reali, una per ciascuna falda; ma gli ombelichi del-
I’ altro iperboloide son tutti immaginarii.

18, La curvatura @& una quadrica, in un punto M, é proporzionale alla
quarta polenza della distanza del centro dal piano tangente in M. Infatti

z 4
K=90,9,=q,'q,'= m .
Qui si noti che soltanto gli iperboloidi ad una falda (a*°c*<0) hanno la curva-
tura negativa, e sono, per conseguenza, le sole quadriche a centro, generate da
rette reali. Gia sappiamo che, quando M si allontana indefinitamente dalla po-
sizione centrale, lungo una generatrice, K tende a zero, e perd anche z, deve
tendere a zero, ciod il piano tangente finisce per contenere il centro. Dunque la
sviluppabile assintotica (§ 5) d’'una quadrica é un cono col vertice nel centro.
Se il cono si riferisce al vertice ed ai piani principgli, la sua equazione & mani-
festamente la stessa (18), in cui si pone O al posto di 1 nel secondo membro. Con
tale equazione si vede subito che il cono assintotico, immaginario solo nel caso
dell’ ellissoide, & interamente circondato dall’iperboloide ad una falda, ma cir-
conda invece, separandole, le due falde dell’altro iperboloide. Quando poi M,
percorrendo una data generatrice, va ad occupare la posizione centrale, la di-
stanza z, diventa massima, e perd ¢ piani che toccano una quadrica lungo la
linea di stringimento sono normali alle perpendicolari abbassate dal centro
sulle generatrici. Dunque, se M appartiene alla linea di stringimento (luogo dei
punti centrali delle generatrici dei due sistemi) si ha y,—=z,tgw, con w soddi-
sfacente alla condizione S0=0, ossia ¢,*cos’® +}-¢,*sen*w=0, che definisce
Y'inclinazione delle generatrici sulle linee di curvatura. Ne segue che la linea di
stringimento & caratterizzata dalla relazione ¢,*z,*+- g,'y,* =0, e perd, ponendo
per z, ed y, i valori (17), si vede che ia sua equazione in coordinate curvi-
linee @

qi'QQ,(ql’ + q” - A) + C=0. (19)

Questa equivale a yz,—1, ed esprime che le projezion: del centro sulle nor-
mali alla linea di stringimento dividono per meld ¢ segment: staccati dalla st
perficie sulle normali stesse. Risulta infatti dalla (14) che la lunghezza di tali
segmenti & 2:y=2z,. Mediante 1'equazione (19) si pud studiare genza difficolta
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la linea di stringimento, che passa per tutti i vertici, inflettendosi, ed & simme-
trica rispetto ai piani principali.

19. Fra le curve tracciate sopra nna quadrica sono notevoli le poloidi, ciod
le curve definite dalla seguente proprieta: i piani tangenti lungo una poloide
distano egualmente dal centro. Per le cose dette innanzi & chiaro che la curra-
tura d’una quadrica ¢ costante lungo ciascuna poloide. Se si osserva che 'e-
quazione di queste curve, in coordinate curvilinee, & g,q, = costante, e che d’al-
tra parte si ha

b%logq,q,:acosw + Bsenw ,

si vede che 1'inclinazione w d'una poloide sopra una linea di curvatura & data
dalla formola

%(g0)

ey

La sostituzione di questo valore di & nelle formole (12), (15) e (19) del capitolo
precedente fornisce tutti gli elementi necessarii per lo studio intrinseco delle po-
loidi. Ad un’altra proprieta di queste curve si perviene osservando che la sezione
fatta nella quadrica dal piano diametrale parallelo al piano tangente & rappre-
gentata dall’equazione 9,2 + o, y*=z,, dimodochd i quadrati dei semi-assi
di tale sezione sono

tgo=—

B 1 5 1

TCq} ' T, Gy

Ne segue che i parametri ¢, e ¢, sono inversamente proporzionali ai semi-assi
della sezione stessa. Questa & un’ellisse reale nel caso dell’ellissoide, ed allora si
pud dire che, se un punto percorre una poloide, la sezione diametrale parallela
al piano tangente conserva un’ area costante. Finalmente un calcolo facile mo-
stra che le sezioni normali, fatte nell’ellissoide tangenztalmentc ad ogni po-
loide, hanno un vertice nel punto di contatio.

20. Se si moltiplica per 2, la lunghezza del semi-asse parallelo ad Mz si ot-
tiene un valore indipendente da ¢,. Dunque: lungo le linee di curvatura d'una
quadrica é costante il prodotio del diametro parallelo alla tangente per la di-
slanza del centro al piano tangente. Ora domandiamoci: & questa una proprieta
caratteristica delle linee di curvatura? Per le cose dette (XI, 13) sull’ indicatrice
di Dupin si vede subito che la lunghezza ! del semi-diametro parallelo ad una
tangente qualunque, inclinata di w su Mx, & data dalla formola

E 1

§ —_—
V= Mo~ C(g,*cos'w g, sen’w) ’

e che per conseguenza la proprieta enunciata appartiene a tutte le curve, lungo
le quali si ha

cos*®w = sen’w
+ + ——— =costante .
s 9,
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Intanto, se al primo membro si applica I’ operazione

d d )
E?._q,acosmb—q:-l-q,ﬁsenw.ﬁ; ,

si ottiene facilmente

b(cos’w sen’w)_ <asenw Bcosw q’ —q.b
@\, )= PR e e bs)sen2w ,

2
ed alla quantitd fra parentesi, nel secondo membro, si pud anche dar la forma

q'q —;q, (@,,senw—q, cosw -+ )

giacch® si ha, in virtd di (16),
Bg,’ og,’
@’_ ; 1 , g,_’_. [

9" —q,* 9 —aqy
Dunque, ricordando la prima formola (19) del capitolo precedente,
0 [fecos?w | sen’w 2
bs( o + ) q’q' q’q,’ Gsen20 , (20)

e perd la proprieta enunciata non appartiene soltanto alle linee di curvatura
(v =0,w="1/,m), ma, come ha osservato Joachimsthal, anche alle geodetiche
(©=0). In ogni caso la formola (20) serve a calcolare la curvatura geodetica
d’una linea gqualunque, tracciata sopra una quadrica.

21. Importanti conseguenze del teorema di Joachimsthal sono state segna-
late da Roberts. Consideriamo un ellissoide, e mediante geodetiche congiun-
giamone un punto qualunque M a due ombelichi reali, non diametralmente op-
posti, per esempio F' ed F'. Lungo I'una o I altra geodetica il prodotto !z, con-
serva un valore costante, e poiché, per le cose dette in fine del § 17, il valore di
lz, & ac tanto in F quanto in F', anche in M dovra Iz,, e per conseguenza 1,
avere un valore unico. Ora, se si riflette al significato di 7, si vede subito che le
tangenti alle due geodetiche, in M, sono egualmente inclinate sugli assi dell’in-
dicatrice di Dupin. Dunque le linee di curvatura d’un ellissoide, in ogni punto
M, dividono per metad gli angoli delle geodetiche congiungenti M a due ombe-
lichi non diametralmente opposti. Per conseguenza MF ed M@ sono archi d'una
stessa geodetica, e poiche M & un punto preso ad arbitrio sulla superficie, si vede
che le infinite geodetiche uscenti da un ombelico concorrono nell’ombelico dia-
metralmente opposto. Risulta inoltre dalla proprieta essenziale (XI, 8) delle geo-
detiche che, computata lungo una geodetica qualunque, la distanza dei due om-
belichi & sempre la stessa. Dopo cid & chiaro che se un filo flessibile, ma inesten-
dibile, si tende sopra un ellissoide perfettamente levigato, lungo la sezione prin-
cipale media, 1'ellissoide puo liberamente girare, come una sfera, intorno ad FG
o ad F'G’, deformando il filo, ma senza che questo cessi un solo istante di rima-
nere teso sulla superficie. Nel caso generale accade invece che il filo abbandona
la superficie, o pure & trascinato nel moto restando rigidamente flssato ad essa.
Vogliamo finalmente segnalare un’altra importante proprieta, che ci limitiamo ad
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enunciare: le linee di curvatura d'un ellissoide sono ¢ luoghi dei punti, le cui
distanze geodetiche a due ombelichi non diametralmente opposti hanno una
somma o una differenza costante. Esse sono dunque, per cosi dire, le ellissi e le
iperboli della superficie; quelle che si possono considerare come ellissi rispetto ai
fuochi F ed F’ sono ad un tempo iperboli rispetto ad F e G'; e viceversa. Ne se-
gue che uno stilo che si muova mantenendo teso un filo flessibile ed inestendibile,
fissato per gli estremi in F ed in F', incidera sulla superficie una linea di curva-
tura, ed in tal modo, accrescendo o diminuendo la lunghezza del filo, si riuscira a
tracciare meccanicamente tutte le linee di curvatura d'un sistema; per quelle del-
'altro bastera fissare gli estremi del filo in F ed in G, 0 in F' e G.

22, Superficie di Weingarten. Le superficie di rotazione, le superficie a cur-
vatura media o totale costante, e molte altre superficie notevoli appartengono ad
una classe unica, caratterizzata dal fatto dell'esistenca d’una relazione fra le
curvature principali. Tutte queste superficie si dicono di Weingarten, dal
nome del geometra che ne ha scoperte le piu importanti proprieta. Noi qui ci limi-
teremo a dimostrare pochi teoremi, relativi specialmente alle sviluppate di tali su-
perficie. Ricordiamo (XI, 26) che le curvature normali e la torsione geodetica
della prima falda della sviluppata d'una superficie qualunque si determinano mer-
cé le formole

R, . 1 R R, . _Ry(g R, , o OR,
E%g—ﬁ‘ ' 3, 5 =9, , E%’_T(@"&:_{-@’fi)’

dalle quali si deduce, tenendo conto delle formole (30) del precedente capitolo,

3R,
, famr et 1 s
K=%‘%’—'E -——F“DR:' .

s,

Per ottenere il valore K" della carvatura nel corrispondente puato della seconda
falda basta scambiare fra loro, nella precedente espressione, R, con R, ed s, con
8,3 poi si trova

R, OR,
_ 17,
~ I'OR,OR,

s, D5y
D’altra parte, perchd una superficie sia di Weingarten, occorre e basta, in virta
della definizione, che sia nullo il determinante funzionale delle R, cioé che si abbia

OR,R, R, IR,
¥, 05, — 0, 05,

- KK”

e conseguentemente K'K"=1:1%. Si trova cosi il seguente teorema di Halphen:
perché una superficie apparienga alla classe delle superficie di Weingariten ¢
necessario e sufficiente che il prodotto delle curvature delle falde della svilup-
pata, in due punti corrispondenti, sia inverso della quarta potenza della di-
stanza dei punt? stessi, Un’altra proprieta caratteristica & stata scoperta da Ri-
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b aucour nel cercare la condizione perché alle assintotiche d'una falda corrispon-
dano quelle dell’altra. Sia w I'inclinazione sulle linee di curvatura di (M) della
curva che deve percorrere M affinchd il corrispondente centro C, descriva un’ as-
sintotica di (C,); e sia o I'inclinazione di questa linea assintotica sulla tangente
Mz, Fra o ed «’ sussiste una relazione, che si deduce facilmente dalle formole (27)
del precedente capitolo dividendo la terza per la seconda:

l .__OR, R,

IT’cotm =, cotw+—b—s—;
Ora, se si vuole determinare ® in modo che C, descriva un’assintotica di (C,), bi=
sogna che si abbia

N cot’w’ — 2% cot &’ 4 N, =0 ,
cioe, sostituendo per le S, per & o per «’ i valori precedentemente ottenuti,
cotm:il—&V—K’ .
R’

Affinché sulle due falde si corrispondano le assintotiche, vale a dire perchd spo-
standosi M nella direzione definita dall’angolo w con M@ (o !/,® —w con My) i
centri C, e C, tendano a spostarsi sulle assintotiche delle rispettive falde, bisogna
che si abbla, per lo stesso valore di w,

quindi K'K"=1:1%. Dunque: affinché sulle due falde della sviluppata d'una su-
perficie si corrispondano le assintotiche occorre e basta che la superficie ap-
partenga alla classe di Weingarien.

23. In modo analogo si potrebbe cercare la condizione perchd vi sia corrispon-
denza fra le linee di curvatura delle due falde; ma questa ed altre ricerche si com-
piono con maggiore facilita prendendo a studiare direttamente la corrispondenza
fra le due falde, val quanto dire fra una superfieie qualunque (M) ed una sua
complementare (M'). Consideriamo sulla prima superficie un sistema di geodetiche
curvilinee (&%, <0), ed assumiamo queste come linee g,, dimodoche, chiamata !
la distanza MM’, sia

1
@1=0 ’ @Ja:—T;

ed intanto osserviamo che per la terza formola di Gauss la funzione ! ¢ vincolata
alla curvatura di (M) mediante l’equazione differenziale

Ds U o =—kn. (21)

Cid premesso, le formole fondamentali, applicate al punto M’, le cui coordinate
sono ¢ =!,y=—2s=0, danno

dx Sy

—— a— = l,
s, bs, +l ' s, =0 bs, 76,
dx Ol dy dz
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Dunque in M’ I'asse 2', normale alla superficie (M’), & parallelo all'asse y; e se si
dirige I'asse y’ parallelamente ad Mz, e I'asse 2 in senso inverso di Mz, si per-
viene facilmente, procedendo come nel § 26 del precedente capitolo, alle relazioni
b a A ]
—, = ?5’ M=o _( ) Q2
% +% : 3, )5,
in cui per brevita si & posto

k= 'i;( +1)+§m>,a

Basta poi scrivere le condizioni d’ immobilita del punto (—a 41, z,¥) rispetto al
triedro (M), tenendo conto di quelle del punto (x,y,z) nspetto al triedro (M),
per giungere, come nel suddetto § 26, ai risultati

@1=0 ) @s='—%'

prevedibili, ed agli altri

9’(3' T _ No'y 1
Mo, Kl %(-bl—-{—l)-{-‘sl kl
2\ 0s, s,
Qui si noti che si ha
, .o 2 &
K =9 ,9%,—% =—1%n" (22)
e per conseguenza, utilizzando (21),
1 o, N

BR = o — 7 Vs, !

d’onde si deduce che la condizione trovata da Halphen per le sviluppate delle
superficie di Weingarten equivale a d:ds, =0, e questa ci dice che G, & funzione
del solo parametro ¢,. Dunque: affincké una superficie sia una falda della svi-
luppata d’una superficie di Weingarten € necessario che ammetia un sistema
di linee geodeticamente parallele, a curvatura geodetica costante. La condizione
non @ sufficiente. Infatti-noi abbiamo sempre esclusi i sistemi di geodetiche retti-
linee, perché & indispensabile che le tangenti alle geodetiche considerate formino
una congruenza, e d'altra parte nel § 14 abbiamo avuto occasione di riconoscere
I'esistenza di superficie rigate, le cui generatrici sono attraversate ortogonalmente
da linee a curvatura geodetica costante.

24, Ora 1'osservazione fatta nel § 8 ci permette di affermare che ciascuna
falda della sviluppala d’una superficie di Weingarten é applicabile sopra una
superficie di rotazione. Da §,——1:1, data una relazione R,—g(R,), se si os-
serva che dgq, =dR,, si trae successivamente

dRy
OlogQ, 1 Q _efﬁ'F:ﬁ;
g, - R,—R, o '
dimodoché basta porre
f_ﬂ_
s—9(s)

r(s)=e



perchd la (9) rappresenti il meridiano d’ una superficie di rotazione, sulla quale &
applicabile la prima falda della sviluppata della superficie di Weingarten, definita
da R,=¢(R,). La forma di tali superficie di rotazione dipende, come si vede, uni-
camente dalla natura del vincolo che intercede fra R, ed R,. Reciprocamente ogni
superficie applicabile sopra una superficie di rotazione ¢ una falda della svi-
uppata d'una superficie di Weingarien, a meno che non sia costituita dalle bi-

normali d'una linea a torsione costante. Questi teoremi sono dovati 8 Wein-
garten.

25. Torniamo, per finire, alla questione enunciata in principio del § 23. Ap-
plicando le formole fondamentali ai coseni ®a—=0,8=1,y=0, si ottiene
da__senw B8 __ o
= 0 =0 (—i}-_—%cosw—{—%,senw ;

e, se 8i vuole che M'z’ generi una sviluppabile, si deve (cfr. 1X, form. 19) deter-
minare « in modo che la condizione '

a da 8z |=0
B 9B ¥y
T ¥ ¥z

sia soddisfatta, ciod (a calcoli fatti) che si abbia
)
B+ (B eosw — Do, sen w) %: 0.

Questa & eguaglianza che in ogni caso definisce I'inclinazione w, su M, di quelle
linee di (M) che corrispondono alle linee di curvatura di (M’). Affinché siano an-

ch’esse linee di curvatura su (M) bisogna inoltre che w annulli &, e perd le
condizioni

& cos2w 4 1/, (P, — D,)sen20=0 ,

l [\l
(% cosw — No,sen w) (cosw 2—--[—senw——)=0
s, 0s,
debbono ridursi ad una condizione sola. Dall’identiflcazione risulta, mettendo in
disparte il caso delle superficie sviluppabili,
o ol
—— —=0
b 3’ 0 1 b-" 9
ciod I deve avere un valore costante 4. Possiamo dunque enunciare quest’altro
teorema di Ribaucour: perché alle linee di curvatura d’una falda della svi-
luppata d’una superficie corrispondano sull’altra falda le linee di curvatura
di questa, ¢ necessario e sufficiente che sia costante la distanza dei centri prin-
cipali di curvatura della superficie considerata. In altri termini questa dev’es-
sere una speciale superficie di Weingarten, definita dalla relazione R,—R,=co-
stante. In tale ipotesi le formole (21) e (22) danno

, 1
K=K =—-;; N

25
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ciod le due falde sono superficie a curvatura costante negativa. Inversamente,
data una superficie a curvatura — o 8o tangenzialmente ad una semplice infi-

nita di geodetiche, concorrenti in un punto infinitamente lontano, si costruiseono,
a partire dai punti di contatto, segmenti rettilinei di lunghezza a, nel verso in cui
le geodetiche si dirigono al punto comune, gli estremi di tali segmenti stanno sopra
un’ altra superficie a curvatura — che insieme alla prima costituisce la 8vi-

luppata d’una superficie di Weingarten; ed alle linee di curvatura come alle
assintotiche della superficie data corrispondono le analoghe linee dell’altra.

XIII. DEFORMAZIONI INFINITESIME DELLE SUPERFICIE.

1. Immaginiamo che i punti d'una superficie (M) si spostino infinita-
mente poco per andare a costituire un'altra superficie (M), e proponiamoci
di studiare le alterazioni che.in tal modo si producono nelle curvature fon-
damentali di (M). Siano %,,w le projezioni dello spostamento MM’ su due
tangenti ortogonali e sulla normale ad (M), nel punto M. Quando M per-
corre nel piano tangente un segmento ds, inclinato di w sull’asse z, le coor-
dinate (z=u,y=v,2=w) del punto M’ subiscono le variazioni date dalle
solite (XI, 9) formole fondamentali

%:(l + u,)cosw -4 u,senew ,

%:v‘cosw-l-(l—]—v,)senw , @

L7
N =w,co8w -+ w,senw ,

dove per brevita si & posto

0 d
‘“1=‘5%+Q1”_%1w ’ "s=‘b%+gw—gs” ’

d d :
{v, =3;+%w—@1“ ’ ”:=3§—+Qh“—%sw , ®
' 1 3

dw d
\w,=b—s‘+%,u —Bv w,=3:-§+%,v —Bu .

Quadrando e sommando le (1) si ottiene ds'= (1} ®)ds, dove, a prescinde-
re da infinitesimi superiori,

& =wu,cos’w | (v, -} u,) cosw sen w 4 v, sentw .
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Evidentemente ®, che rappresenta la dilatazione lineare per unitd di lun-
ghezza, si riduce ad #, nella direzione Mz, a v, nella direzione My. L’ele-
mento superficiale ds,ds, si trasforma dunque in (14 u,) (14 v,)ds,ds,, ©
perd, se si rappresenta con (1 -+ 0)ds,ds, I'area dell’elemento deformato, se
ciod O ¢ la dilatasione superficiale unitaria, si ha, trascurando infinitesimi
superiori, ® =u, -}-v,, ovvero, in virti delle (2),

0=y + G )t (g + G )o—Ho ®)

Questa formola mostra che solo negli elassoidi (H=10) avviene che lo spo-
stamento normale non influisce sulla dilatazione. Quando la superficie & in-
estendibile la funzione ® deve ridursi a zero identicamente, vale a dire che
dev’essere u,—0,v,=0,v, + %,=0, e conseguentemente anche 8 =0.

2. La formola (3) ci porge il destro di mettere in evidenza un’impor-
tante proprietd degli elassoidi. Una linea chiusa, piana, stacca da qualunque
superficie curva un’area certamente maggiore di quella che limita nel pia-
no che la contiene; ma, se la linea & storta, un’altra superficie prende il po-
sto del piano per determinare entro il dato contorno un'area minima. Una
siffatta superficie si dice appunto ad area minima o semplicemente mini-
ma. Deformandola infinitamente poco, in modo che non cessi di contenere la
curva data, & necessario che la variazione prima dell’area limitata dalla
curva stessa sia nulla, ciod che si abbia [[Ods,ds,=0. Intanto & chiaro
a priori che gli spostamenti tangenziali non possono far variare I'area chiu-
sa nel contorno fisso, e del resto noi possiamo sempre supporrt che da una
superficie all’altra si passi mediante spostamenti normali w, arbitrarii. Al-
Jora, in virtd di (3), la condizione precedente diventa f[Hwds,ds,=0, ed
affinchd sia soddisfatta, qualunque sia w, bisogna che si abbia, in ciascun
punto, H=0. Dunque ogni superficie minima ¢ un elassoide; ma, siccome la
predetta condizione non & sufficiente perche I'area sia minima, & chiaro che,
eccezionalmente, un elassoide pud non essere ad area minima. Per veder me-
glio come avviene che gli spostamenti tangenziali non influiscono sulla va-
riazione prima dell’area osserviamo che

d _{[(ur —
O e

intendendo esteso 1'ultimo integrale a tutto il contorno. Dunque, poiché u
e v sul contorno sono nulli,

ff(b%.-*-g')uds‘d”:o , JI(%-FC}’.)vds,ds,:o,

3. I coseni direttori della tangente alla trajettoria di M’ hanno eviden-
temente i valori (1) divisi per 14 ®, ovvero (a prescindere da infinitesimi
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superiori) moltiplicati per 1 —®. Tale moltiplicazione conduce ai risultati

cosw —@senw , 8enw - pcosw , 10,C08wW - w,seNnw ,

ponendo
@ = v, cosw — (¥, — v,) cos w senw — %, sen’w ,

e poiché i primi due equivalgono a cos(w -+ ¢) e sen(w-¢) si vede chiara-
mente che ¢ & I'angolo di cui ruota nel piano tangente la retta considerata.
In particolare gli assi ruotano di v, e —u,, e perd v, +u,, coefficiente del
termine rettangolo nella forma @, rappresenta il mutuo scorrimento angola-
re degli assi tangenti. Ora, poiché & & generalmente riducibile a forma ca-
nonica in un modo solo, si pud affermare che una sola coppia ortogonale di
tangenti resta ortogonale nella deformaszione, ed essa ruota rigidamente, nel
piano tangente, d'un angolo v,=—u,="/, (v, —#,). Siccome poi v, —u, &
invariante ortogonale della forma ¢, si vede che, comunque si orientino gli
assi tangenti, la rofazione geodetica della particella superficiale & sempre

- espressa dalla metd di ¥=v, —u,. Adunque una coppia ortogonale qualun-
que di tangenti, dopo avere partecipato alla comune rotazione, misurata da
1/4(v,—u,), diventa generalmente obliqua per uno scorrimento */,(v, 1+ u,),
che ciascuna delle due tangents esegue verso I altra. L’ espressione di ¥ ri-
sulta dalle (2) sotto la forma semplicissima

d d
—(3;;“" @’)v-('b—s, + gi)“
che non dipende dagli spostamenti normali.

4. Prima di andare oltre dobbiamo osservare che le sei funzioni %,,
Uy, ¥y, 0y, W, , W, NOD S0N0 arbitrarie. Applicando infatti la nota condizione

d’integrabilita
d d d 0
(E} + 91) D.T,=(D_s;+ ga) b—s—,

alle derivate degli spostamenti, date dalle (2), si trovano le relazioni

d )

bTu: —5?'_@1(“1—”:) — Ga(v)+ 1) + Bro, + 0,10,

g:: av_‘ =G (vt %)+ Gy (u, — ty) — B, — oy, )
d 0

—b'f:! - le?_ Gioy— Gw,— o, uy+ 90,0, — (1, —v,) -

Ora si osservi che dalle prime due si ricavano i valori di w, e 0, sotto
la forma
w,=UN, —VE , w0,=V,—UE , ©)
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ponendo

=(7)bs—,+ (9,)0,—(%+ @,)vrf- Gius+ Gy,
___(.%'Jrcg.)u,—(%+<9.)u.+%.+ 8,0,

cioé, in virtl delle (2) e delle formole di Codazzi,

U=“+(31:9 bba‘+K %s )“’ : —”+< K <)bs,+§$b§)“’

Se poi i valori (5) si sostituiscono nella terza equazione (4) si riconosce non
solo che w, e w, dipendono dalle altre quattro funzioni, ma che fra queste
intercede la relazione differenziale

(—D%; + gﬂ) (V%Q—U B) - (39‘3‘ + (91) (U%l —Vs)
+ 90, u,— T, v, + B(u, —vy) =0 . M

5. Nel caso delle superficie inestendibili, essendo

©®

u,=0,=0 , v,=—u,—=¢ , I=v,—u,—2 ,
le formole (6) danno

__ % —_ %%
KU._—a?’ , KV__—-—D;:,

quindi la (7) diventa De=0, dopo aver posto
(D g, 2 , B 9, 3 T
D“(E};"' @’)( g % K, +(as,+@*)(T3s‘,+K Ds,)+H

Dunque gli angoli ¢ e ¥ soddisfano ad un’equazione differenziale del secon-
do ordine, che si suole chiamare equazione caratieristica. B chiaro che, in-
versamente, ad ogni soluzione ¢ dell’equazione caratteristica corrisponde
una deformazione possibile, giacch®, soddisfatta la (7), sono soddisfatte an-
che le condizioni d’integrabilita (4), e perd le funzioni %,v,w, definite dalle
(2), esistono. In particolare, se ,B,y sono i coseni che definiscono una di-
rezione invariabile, si verifica facilmente che I'equazione caratteristica &
soddisfatta dalla funzione y, e d’altra parte si pud constatare che a que-
sta funzione corrisponde, non una vera deformazione, ma solo un cambia-
mento di posto dell'intera superficie nello spazio. Infatti ogni moto rigido
infinitesimo della superficie si pud considerare come risultante da una ro-
tazione ¢ intorno ad una certa retta («,B,7,%,%,%) e da una traslazione
¢’ parallela alla retta stessa, dimodoché gli spostamenti prendono la forma

u=ektea , v=ent-¢B , w=eftey;
poi le (2) danno

4=0,—=0 , sy=—u,—o¢=¢y , wW,=—ef , wy,=ta.
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Ne segue che per lo studio d’'una deformazione propriamente detta sara
sempre lecito trascurare in #,v,w termini che abbiano la forma indicata
in ultimo luogo.

6. Assumiamo come nuovi assi, nel piano che tocca in M’ la superficie
deformata, le rette corrispondenti ai valori —v, e !/,®+u%, di w. Cosi, ri-
spetto agli antichi assi, i coseni direttori dei nuovi sono, in virtd delle for-
mole (1),

per Yasse &’ : 1, 0, w
» » Y o , 1, w,

’

» > =z : —w, , —wy, , 1
Fra le antiche e le nuove coordinate si hanno dunque le relazioni
o=a—u—w,3) , y=y—(v—11w,3) , F=z2—(w0+w,x+1,y)
e=a+(u—w,3) , y=y+(v—1w,3) , 1=3F(0+ w,z"}10.y) .

Inoltre i quozienti differenziali relativi agli archi ds’ che pud percorrere
M si esprimono negli antichi mediante la formola

) 0 )
:o?-_(l—tb)(cosw b?‘—l—senw—az) .

®

dalla quale, ponendovi successivamente —v, e !/, 44, per w, si deducono
i valori dei quozienti differenziali relativi ai nuovi assi:

d 0 ) 0
(1—“4)(3—3‘—”13;’) ) (1—”:)(3—3’—“13—3) .
Dunque

0 d 0 ) 0 h) h) d
a‘s:—'ar(“«'a—s.“”"*m;) ’ as—'.—sz‘(“"az“*"a?.)' ®

7. Cid premesso, proponiamoci di calcolare le variazioni subite dalle di-
verse curvature per effetto della deformazione. La prima condizione d’im-
mobilitad del punto (2,4, 2") rispetto alla superficie deformata &

o' . )
33_"=(%' +D%|)‘ —(@| +DC‘},)!/ —1 ’
adoperando il segno @ per indicare le variazioni prodotte dalla deformazio-
ne, e scrivendo D invece di (® quando nel passare da una superficie all’al-
tra si spostano le linee coordinate. Intanto si ha, applicando le (9) alle (8),
W D oz Az
b?;—_b}“(z—“'l’wtz)—(“ra';"‘l'”rb?') ’
confondendo pure coordinate nuove ed antiche quando trovansi moltiplicate
per infinitesimi. Similmente il secondo membro della formola considerata e-

quivale a

%?; — o, (w4 0,2+ 10,y) + ga (v—10,2) 4 zD%‘ —yD@, '



— 199 —

Dunque, osservando le (2), si vede che Do, —yD@G, dev'essere identica-
mente uguale a

2 4 G+, (oo 0)—w, (3 +H) — v g

Sviluppando e tenendo conto delle condizioni d’ immobilita, relative alla su-
perficie primitiva, si ottengono, mediante identificazione, i valori di D&%, e
D@,. Con procedimento analogo si calcolano D9%, e DG, partendo dalla
seconda condizione d’immobilith della seconda terna. Si perviene cosi ai se-
guenti risultati:

d
Do, = b—‘:‘—%tuﬂ‘%vr“ G0, , Dg= gﬁvi - @1 #,—Bw,— o, w,

o (10)
0
D%,:%;’ — 0,0, +Bu, G, , DG= G u,— Gyv, —Bw,— o0,

Si noti che, in virtl delle (4), le formole di destra si possono anche scrivere
nel seguente modo:

Dg,=(5u+ G )u—(+ ) m—05. ,

Quanto alla torsione geodetica, basta operare analogamente sulla seconda
condizione d’immobilita della prima terna, o sulla prima della seconda ter-
na, per ottenere 3

0,

: D@——ﬁ — By, + 9,0, + G0, ,
ed anche

d
D€=—Dl“——@v, + 9,4, 4 G,w, .

Queste due espressioni si equivalgono in virti della terza formola (4).

8. Ora siamo in grado di calcolare le variazioni che la deformazione
produce nella curvatura media e nella curvatura totale. Le formole (10) di
sinistra danno subito '

®HE= ( + cg,)w,+( + C‘},)w, oy, — To,n, + B(o, 4y, (11)
o0 pure, per sostituzione dei valori (2), '
0H 0H
BH=u =+ 05+ (T, T,* - 28w 4 A%

Applicando a K=9%,9%,—&* le stesse (10) e le ultime formole ottenute
si giunge facilmente al risultato

o dw, bw, Ow, , dw,
O =— KO-+, 32+ T, 3" (33,+bsi)

+(9%6,G,— %@1)“’1 + (90,6, — %93)“’3 ’
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che si pud porre sotto varie forme. Se, per esempio, vi si sostituiscono i va-
lori (5), tenendo presenti le formole di Codazzi, si ottiene

(DK_—K9+( +(‘},)KU+( +<g,)Kv )

e si vede subito (§ 5) che nell  ipotesi dell’mesteudlblllt&. & MK=0, cioe
(efr. X1, 25) la curvatura d' una superficie inestendibile resta invariata in
ciascun punlto quando la superficie si flette. Se invece in (11) si sostituisco-
no a w, e w, i valori dati dalle (2), si trova la formola

®logK= (U—+V )logK—[—Dw,

dalla quale risulta, per esempio, che se si vuole deformare una superficie a
curvatura costante, in modo che la curvatura rimanga invariata, bisogna
dare ad ogni punto uno spostamento normale infinitesimo, soddisfacente al-
I'equazione caratteristica.

9. Fra le infinite deformazioni possibili & naturale che I’ attenzione si
fermi su quelle, per le quali la conica rappresentativa della forma & si ri-
duce ad un circolo. Allora accade altrettanto per ¢, e si ha, indipendente-
mente da w,

Y=0,=¢="/0 , p=—u=9¢="/3

Quindi le (6) danno

_gu=22_% gy

v, ds, Os, + a"t
e la (12) si riduce alla forma semplicissima

®E=—(K+/,A%8, (13)
indipendente dalla rotazione. Fra dilatazione e rotazione si ha poi la rela-
zione differenziale (7), che qui assume la forma notevole

de4+Dy=0, - (14)
ponendo, per brevita,

[ 9,2 B d P, 2 T
1=t ) (T mww) (ot 8) (T wEw)
Per le superficie inestendibili la (14) si riduce, come si & visto nel § 5, all’e-
quazione caratteristica; ma questa regge tuttavia per quei valori di © che
soddisfano all’equazione d=0, ed in particolare sussiste quando © ha un
valore costante, che misurera, in virtl di (13), il decrescimento unitario del-
la curvatura totale. Qualunque sia, del resto, la funzione 8 soddisfacente al-
I'equazione d=0, ad essa corrisponde sempre una deformazione possibile,
caratterizzata dall’assenza di rotazione geodetica, ciod tale che si ha ¥=0,
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© conseguentemente

u=-§—j—: y v=g—f; , A%W=04Hw , ecc
10. Tornando al caso generale proponiamoci di determinare le alterazio-
ni prodotte dalla deformazione nelle curvature delle varie linee. Quando M
s8i sposta in una direzione definita, nel piano tangente ad (M), dall’angolo «,
M’ percorre una curva inclinata di o'—w- ¢ sull’asse z', come se per effetto
della deformazione si avesse Dw=—¢. Dunque, ricordando (XI, 10, 18) che

No
No ;= Ny, cos’w —2F cosw senw + Do, sen’w bbw“=—2gu,

si ottiene .
O, = cos*w . DN, —2coswsenw . DE +sen*w . DN, — 208, ,
ed in particolare

d 0
(D%' = —b% —_ %‘“’— gvi + g: W, (D%a = "D%—%:v!—gul—l" g’ 0, .

Similmente dalle formole
B, =B cos2w -} —;— (906, — ,)sen 20w
si deduce
BT, ,=cos20. D'G—}--%—sen?w . (DN, — DNo,) + (Do ,— %M%)q: .

08
< =%u—% ‘I!.
dw 0+l

In particolare I'alterazione prodotta nella torsione geodetica delle linee g, &
data dalla formola >
0,
®g=_b7:—%“t + 9,1, + G0, ,

ed & facile verificare che, quando gli spostamenti hanno la forma indicata in
fine del § 5, tanto (& quanto le Do sono nulle. Inversamente, se la su-
perficie & inestendibile, la detta forma segue dalle ipotesi P, =0,
N9y =0, E=0. Da queste, infatti, e dalle (4) si deduce

dw, Qw,

E;— ¢+ G, w, ) a_s,'—_@:wa“g?a

dw, w,

‘ 'b;——glwri-@? ’ &:=—%’Q+ggwa H (15)

d Op
’5(.:_’:—6;“’1_%1“’: ) E‘T’:%ws‘*‘%awt 3

poi ) )
'b—“'(w:"l‘ v+e¢)=0 , 3;;(10,’ + w0+ ¢*)=0.

Dunque %,'+w,*+¢* ha un valore costanfe ¢*. Ora, posto w,—ca,w,——¢B,
@=c¢y, le relazioni (15) sono appunto quelle che esprimono I’ invariabilita
della direzione («,8,Y).

26
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11. Finalmente, per sapere di quanto varia la curvatura geodetica d'una
linea qualunque, osserviamo che la formola

Gt = Gyoosw—Gsen

diventa
Gt O, +(1—8) 2 (0+9)=(G,+DG,) c0s (w-+9)—(G, +DG,sen (w+7)
sulla superficie (M'). Ne segue

®G, —d’——-l-[D(g‘ (bs —}—@,) ]cosm——[D@’-{-(bb—%-i—@,)qa]senw;

poi, tornando a distinguere con un accento la differenziazione relativa alla
direzione w-}-!/,m, si giunge alla formola

®G.=(gr+)—(5+G.) 2o -9 -8,

dopo un calcolo facile, che per brevita omettiamo. Il secondo membro si ri-
duce manifestamente a zero se la superficie & inestendibile, e si ritrova cosi
il fatto, del resto evidente, dell’ snvariabilita della curvatura geodetica delle
linee tracciate sopra una superficie flessibile ed inestendibile.

XIV. LE CONGRUENZE.

1. La Geometria intrinseca dei sistemi di rette si puo fondare su consi-
derazioni analoghe a quelle che nei precedenti capitoli ¢i hanno permesso
d’intraprendere lo studio infinitesimale dei sistemi di punti. In una con-
gruenza, o sistema doppiamente infinito di rette, si considerino due di que-
ste, g e g, infinitamente vicine. Si prenda g come asse 2, e 'asse = incontri
ortogonalmente anche g'. Siano do e pds I'angolo e la distanza delle rette
considerate, dimodoché p rappresenti (¢fr. IX, 7, ¢; 8) il parametro distribu-
tore dei piani tangenti all’elemento gg’ di superficie rigata. Quando gli assi
si recano nella posizione individuata da un altro elemento superficiale g'g”,
le variazioni 8z,8y,d2 subite, rispetto alla posizione iniziale, dalle coordi-
nate z,y,# d'un punto, sono uguali alle possibili variazioni dz,dy,ds rela-
tive agli assi mobili, aumentate delle variazioni dovute unicamente al moto
del triedro di riferimento, ciod alla traslazione (pdo, 0, hdo) ed alla rota-
zione (de, 0, kdo). Si hanno dunque le formole

Sz Sy by 8:
p= it =l thke—s , m=Siiyih,
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vere anche nel caso che z,y,# siano coseni direttori, purchd allora si tra-
scurino p ed A, caratteristiche della traslazione. Quando il piano y gira in-
torno a g, l'origine (punto centrale) si sposta lungo la generatrice. Immagi-
nandola trasportata in un punto invariabile di g, alla distanza g dal punto
centrale, le formole precedenti diventano

3z 8y _ Oy %z 0z
5;'——3&—"!/'{‘? ) +"“‘—3+ , 5;,"—'53'!‘.'/'*"" ¢))
dove per brevita si é posto
—p_
r=n i 2)

Cid premesso, distinguiamo con indici 1 le quantita relative ad una data po-
sizione (del resto arbitraria) del piano y, intendendo che quelle prive dell’in-
dice si riferiscano alla posizione occupata dal piano stesso dopo una rotazio-
ne w, dimodochd

c=eg,cosw+ty,senw , y——a senw-}-y,cosw , zs=g, .

Se invece si distingue con indici 2 tutto cid che si riferisce alla posizione
w="/,m, si vede che z,=—y,,y,—=—=z,,s,=2,, e perd le formole (1), per
una posizione del piano y, perpendicolare alla primitiva, diventano

S» Oz , ‘wtn 3z Dz

'3? b —k +z q Qacl‘—'__l-k + 3 a w+’ ( )

Dunque, se il piano y si fissa nella posizione iniziale (w=0), le condizioni
necessarie o sufficienti per I'immobilitd del punto (z,y,#) risultano da (1)
ed (1" sotto la seguente forma:

2 oy 0z
b}j:kay—'?’: ’ b—o‘=2—k,m—q, ) b_c:=—.'/—"| ’

3)
[ oy 3 (
5;;—-‘+kay+q: ) b_a;—'_ksw_‘i’: ’ b_a';=w—r’

Son queste le formole fondamentali per I'analisi intrinseca delle congruenze.

2. I quozienti differenziali —a-, relativi ad un angolo » qualunque, si

compongono assai semphcemente mediante i quozienti 3 %, ® 35 . Basta in-
g,
fatti osservare che i coseni direttori di g, uguali mamfest,a.mente’a

senwds , —coswds , 1,

risultano, dalle formole (3), uguali & do,,—do,,1. Dunque
0 0 9
b—c._.coswb—?‘-l—senma?’ . “4)

Cid premesso, Ia prima delle (1) mostra che —p & il valore, su g, del quo-



— 204 —

ziente differenziale di z rispetto a o, e qui per 2 si deve intendere zcosw
ysenw, di guisa che si ha, tenendo presenti le formole (3) e (4),

p=(p,c08w — g,8en w)cosw (g, cosw -} p,senw)senw ,
cioé
p=p,cos’w-4(q,—g,)coswsenw -+ p,sen*w . 5)
Operando analogamente sulla seconda formola (1) si ottiene

g=gq,cos’w —(p, —p,)coswsenw | g,sen’*w . (6)

In queste due relazioni (formole di Hamilton) si compendiano le proprieta
fondamentali delle congruenze. Per esse si perviene, mercé I'eliminazione di
w, alla conoscenza del semplicissimo legame esistente fra p e ¢:

(p—2,) (p—p) +(¢—9) (1 —2)=0 .
3. Quando ad w si aggiunge !/, m si trovano valori p'e ¢' di p e g, tali che

p+p=p+p, . 9+94=9+4¢ -

La prima eguaglianza condace (¢fr. XI, 23) alla nozione del medio parameiro
distributore p,="'/,(p,-+p,) della congruenza intorno a g; la seconda mostra
che su g esiste, alla distanza ¢,='/,(g,+¢,) dall'origine, un punto (punio
medio) rispetto al quale sono simmetrici i punti centrali relativi a due piani
ortogonali qualunque. Dalle medesime formole (5) e (6) si deduce anche

p—p'=(p,—py)cos2w(q,—g,)senR0 , ¢—g¢'=(g,—¢,)c0s2w—(p,—p,)sen2w ,

e perd, posto
}),—-P3=210082wo s 94—4, =2lsen2w, ,

si vede che si ha, pill generalmente,
p—p=2lcos2(wy—w) , g—g' =2Isen2(w,—w) . )
Un altro invariante ¢ dunque
Ar=(p—p)+@— 2V =(p,—p) +(0,—2)" ;
ma ad esso possiamo sostituire
x=pp' +4¢9'=pp;+ %4, »
giacché x=p,*+¢,*— &. I tre invarianti ortogonali testé menzionati si com-

pongono poi nei discriminanti x —p,* e x—g,* delle forme (5) e (6).

4. La discussione delle (7) conduce a distinguere, fra le infinite coppie di
piani ortogonali passanti per g, quelle che corrispondono ai valori w, ed
w,+'/,m di w. Per la prima i punti centrali coincidono nel punto medio, ed i
parametri distributori raggiungono i valori estremi p,==1. Per la seconda,
costituita dai pian: principali, si ha p—yp', ed i punti centrali diventano i
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punii limits, ciod stanno alle estremita del segmento, di lunghezza 21, che
raccoglie tutti i punti centrali. Quando la figura si riferisce, per esempio,
alla prima coppia, la formola (5) d4 p=p,—lcos2w, e nelle due direzioni,
reali 0 immaginarie, definite da cos3w=p!, si ha p =0, ciod g’ incontra g.
I piani corrispondenti a queste direzioni sono i piani focali, ed i relativi
punti centrali (fuochs), simmetrici anch’essi rispetto al punto medio, distano
da questo per )/ P—p . Tali circostanze emergono pill chiaramente ancora
dall’interpretazione geometrica della relazione trovata fra p e ¢, la quale si
pud considerare come I'equazione d’'un circolo di raggio I, di centro (p,,q,)
e di potenza x rispetto all'origine. Le proprietad precedenti noi le abbiamo
gid incontrate, per p,—0, nelle congruenze costitnite dalle normali ad una
superficie qualunque, e pilt oltre si vedra che solo in tali congruenze, che si
chiamano congruense normali, pud accadere che il medio parametro distri-
butore sia nullo. Per esse avviene che i fuochi cadono nei punti limiti, e la
superficie principale, lnogo di tutti i punti limiti, diventa la sviluppata della
superficie che si considera.

5. Ora torniamo alle (3) per applicar loro la condizione d’integrabilita,
che ha sempre la forma
o » d. d
30,00, 9005, Mds, Mo’ @)
purchsd si determinino convenientemente le . Per l'esistenza di & occorre e
basta che si abbia
d

(a— ko + O+ 1)y — (o, +20= g5 + )= (5 ) @

qualunque siano 2 ed y. Dunqde A, =—Fk,, \,=Fk,, e la condizione (8) di-
venta

o o d d
— e — k. — — 10
30,00, 30,00, A, o, Th o, " (10)
mentre la relazione (9) si riduce a
0 dr,
b_:’;_b_c'f_(p‘ +p)=kr Ry 0)

Similmente, se si applica la condizione (10) alle funzioni 2 ed y, sulla gene-
ratrice, si ottiene

%p_;: g_:’:_ +ry=k(p,—P,) + ks(2s — 25) @)
%%‘1—2_:’:-_}'?3:"1(91 —4y) —ky(Py—p5) » ®)

ed & facile assicurarsi mediante I'eguaglianza (2) che queste formole non
sono vincolate alla scelta dell’origine. Considerando poi i coefficienti di = o
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di y, rispettivamente, nella condizione (10) applicata ad y o ad =z, si trova
Ok, Ok, gt
A A L (&)

Le ultime quattro relazioni sono, per cosi dire, le formole ds Codazzs nella
teoria delle congruenze, e debbono effettivamente ridursi alle tre note for-
mole (XI,9) di Codazzi quando la congruenza & costituita dalle normali ad
una superficie. Del resto, se si esegue la rappresentasione sferica della con-
gruenza, se ciod (¢fr. XI, 16) si considerano i raggi paralleli alle rette della
congruenza in una sfera di raggio 1, & facile veders, sia scrivendo la condi-
zione d’ integrabilita e paragonandola alla (10), sia trasformando le (3) nelle
condizioni d’'immobilita relative alla superficie sferica (ed osservando che
No, =9, =1, =0), che §,=k,, $,=F, . Interpretate cosl le , se inol-

tre si osserva che
0 d d d

L T T Ak
si vede subito che la (3) ¢ appunto la formola di Gauss relativa alla sfera,
mentre le altre due formole di Codazzi sono identicamente soddisfatte.
6. Per dare evidenza maggiore all'accennata riduzione, che qui voglia-
mo eseguire, noi ora sostituiremo ai quozienti differenziali 5 altri quozien-
ti, determinati dalle relazioni

d d d d d 9
D?’_plés_“—‘-qib?; ’ 5’0"'—_915;"‘?:’5;; ’

ed alle % altre quantitd, definite nel seguente modo:

ki=—p191+qi@! y k=9¢,G,4+06, .

La trasformazione delle formole (1) e (2) non presenta difficolta. Combi-
nando convenientemente le relazioni trasformate si giunge alle formole

g_‘.ﬁ_.a_&.{_ 1 [(p, p,)@,—(?.—'%)ga]‘" s (07 + 947) =0,

poi la (3), quando 8i tengano presenti (1) e (&), si trasforma facilmente in

P d
G =1 @ =G
Cid premesso, se si pone
p=—x8, , p=—x8, , ¢,=xF, , ¢,=xNey,

osservando che )
?=%1%3 + g:g, ’
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le precedenti relazioni acquistano la forma definitiva:

+(?5 —T) G — (96, — 9%, G,

= (Jba Doy + B, By) (B, — Doy1y)

o, 2T,
_as_—-bT—-F(%,—%s)gi +($,—‘E,)Cg, (1)
N 1

= (e, Ney+ B, By) (Bors +90,1)
bb@‘ b@’+@‘+é},—(3'(9%,+<6<6,)((3,r —Q, ry—1).

Se

Introducendo poi la nuova segnatura anche nelle formole (3), queste di-
ventano

oz oz

E:%:"—gay—l ’ —b};‘:gay‘*‘ 8,2,

d )

b_f:_ 2— B,z , 5%:%,:—-(9,00—1, (12)

%:%4(3/4‘"4)—%1(“”’:) ’ %'-_—'—'%n(‘”—rt)'*'%!(y'*_r‘) ?

@ possono servire a riconoscere il significato geometrico delle nuove variabili.

7. Come si caratterizzano le congruenze normali ? Affinchd le rette d’'una
congruenza siano tutte normali ad una superficie & necessario e sufficiente
che per un punto (almeno) della generatrice (x=20,y=0) si abbia 52=0,
ciod, ricordando la (4),

(bc +r,)cosco-|—( +r )senw:O s

qualunque sia w. & dunque necessaria e sufficiente 1’esistenza d'una fanzione
# che ammetta per quozienti differenziali —r, ¢ —r,, per la qual cosa oc-
corre, in virtl della (10), e basta che si abbia
b%‘"g?— Tt Ay

cioé, per la (O), che sia nullo il medio parametro distributore, o, cio che vale
lo stesso, che i pians focali siano perpendicolari, o pure che ¢ fuochi cadano
nes punti limiti. Cid permette di prendere &, =— T, =%, o cosi le formole
(12), gquando inoltre si scelga I'origine sulla superficie, diventano le note for-
mole fondamentali per I'analisi intrinseca delle superficie, mentre le (11) si
riducono finalmente alle formole di Codazzi.

8. Terminiamo con una sola applicazione delle formole (3) alla determi-
nazione delle superficie invilappate dai piani perpendicolari alle rette della
congruenza. Derivando I’equazione 2=0 si ottengono subito, mediante le
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(8), le coordinate =7, ,y =—7, del punto di contatto del piano & col pro-
prio inviluppo; poi le medesime-formole, applicate a questo punto, fanno co-
noscere, per ogni w, la direzione d'una tangente, definita nel piano # da co-
seni &« e B proporzionali a '

P,cosw—Q,senw , Q,cosw4P,senw ,

ponendo per brevita
or, or,
Py=p,+ 47, +b_cv—, ’ P3=P’+"a"a_'b? ’
2
or or,
Q£=91+kz"a—b—;: ) Q5=Qs_ksra_b;i .

Bisogna poi notare che, in virtl della (O), si pud prendere P,—=—P,=P.
Cid premesso, sia

a=A(Pcosw—Q,senw) , B=A(Q,cos»—Psenw) ,
e conseguentemente
Q’B - Pa PB -_ Q’ o
Q‘Q’ - P' ’ Q’Q’ - P. :
La curvatura della sezione normale determinata dall’angolo w & Ady:do, e
. perd si esprime, in virth delle (3), nel seguente modo:

Q,a'—2PaB+Q,B*

Acosw = Asenw =

No = A(Beosw — asenw) =

Q‘Q’ - P’
Quindi, adoperando la solita segnatura,
9 —__ 9 __ P
%‘—Q’Qg_P, ’ %2~Q‘Q’_P, ' @_Q‘Q'—P, :

La curvaiura totale (5%,9%,—&*) & dunque inversa di Q,Q,—P?, ed il
rapporto della curvatura media alla curvatura totale & la meta di Q,+Q,,
cioé di

) d
20— (55 + k) ri— (53— 1) - (13)
Notevole & il caso delle congruense isofrope, per le quali p & costante su cia-

scuna generatrice. Allora, in virtl di (5), anche ¢ ha un valore costante in
ciascun punto di g, e le formole (1) e (2) danno

o , 0 _ Op g

% o0, 35 0e
Quindi, se si tien presente la (10), 1'espressione (13) si cambia nel primo
membro dell’equazione

(o) ) o=

la quale caratterizza dunque le inviluppate a curvatura media nulla. D'altra

ry .
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parte, se i precedenti valori di r, ed r, si portano nella (O), questa diventa

[(52,—’+k,)%+(b—i—’—k,)a_°i+2]p=0 .

Dungque si ottengono infiniti elassoidi prendendo g proporzionale a p, ed in
particolare, per ¢=20, si perviene al seguente teorema di Ribaucour: la
inviluppata media d’una congruenza isolropa & un elassoide.

XV. GLI SPAZII A TRE DIMENSIONI.

1. Consideriamo una funzione continua dei punti d’uno spazio a tre di-
mensioni, ciod una variabile % che prenda un valore prescritto in ciascun
posto M d’un sistema triplamente infinito di punti, e varii infinitamente
poco quando M passa ad occupare una posizione infinitamente prossima M'.
Imporre ad % un valore costante equivale a staccare dalla tripla infinita di
punti un’infinitd doppia, ciod una superficie; e cambiare il valore stesso
significa passare da una superficie ad un’altra. E dunque chiaro che in ogni
funzione reale dei punti d’ uno spazio sta la rappresentazione analitica d’un
sistema semplicemente infinito di superficie. Il rapporto ad MM’ della va-
riazione che la funzione subisce quando il punto va da M ad M’ &il quo-
giente differenziale relativo alla direzione MM'; ed & facile (cfr. VIII, 2)
vedere che, noti i quozienti differenziali in tre direzioni, perpendicolari fra
loro due a due, il quoziente relativo alla direzione definita dai coseni a,B,t
risulta dall’ operazione

a 0 0 0
(E':ab_s,—l—ﬁb—s,—'-'rb_s, ;

=G

du
= Au.cosb ,

e perd, se si pone

si ha

chiamando 6 1’angolo che la direzione variabile considerata fa con la di-
rezione fissa, definita dai coseni
1 du 1 ou 1 du
yp— T y T — 'b_' y T, 3— . (l)
VAu 95 VAu 9% VAu 9%

Questa & dunque sempre la direzione secondo la quale % lende a variare pi
27
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rapidamente, ed il valore del quoziente differenziale in tale direzione & ap-
punto VAu. Invece, se si fa 6 =0, si vede che u iende a rimanere costante
lungo le infinite perpendicolari condotte per M alla direzione (1). In altri
termini per ogni punto M passa un piano, caratterizzato dalla proprieta che
la variazione di %, quando M si sposta infinitamente poco in esso, sono in-
finitesime d’ un ordine superiore al primo rispetto alla grandezza dello spo-
stamento di M. D’altra parte, se M percorre una linea qualunque della
superficie appartenente al sistema definito dalla funzione %, questa rimane
costante, e tale deve rimanere anche, a prescindere da infinitesimi supe-
riori, quando M si sposta invece, infinitamente poco, lungo la tangente alla
linea stessa, giacchd, trascurate le quantita che sono infinitesime d’ un or-
dine superiore rispetto all'arco percorso, la linea si pud confondere con la
sua tangente. Dunque la tangente alla linea appartiene necessariamente al
piano precedentemente trovato, vale a dire che le tangenti a tutte le linee
che passano per M sulla superficie stanno in un piano, purché non siano
tutti nulli i quozienti differenziali (1). Ed ora possiamo aggiungere che i co-
seni (1) sono appunto quelli che definiscono la direzione della normale alla
superficie nel punto M.

2. Su tre famiglie di superficie, definite dalle funzioni ¢,,¢,,4,, 8i puéd
fondare un sistema di coordinate curvilinee, seguendo le cose dette nel § 7
dell’ ottavo capitolo. Allora per ogni punto M dello spazio passa una su-
perficie q;, luogo dei punti nei quali il parametro g; conserva il valore che
ha in M. Le superficie g,,q,,95, che passano per M, si tagliano secondo
tre linee (Isnee coordinate); e si chiama linea ¢, quella lungo la quale varia
il solo parametro g;. Noi supporremo sempre che in ogni punto le superficie
(e per conseguenza le linee) coordinate siano due a due perpendicolari fra
loro, ed assumeremo come assi le tangenti Mz, , Mz, ,Mz, alle linee stesse.
Ora, rappresentate con z,,%,,Z; le coordinate d’un punto fisso dello spa-
zio, vogliamo scrivere le condizioni d’immobilita rispetto al detto triedro,
considerato successivamente come triedro fondamentale delle tre superficie
coordinate. Prima supponiamo definite le funzioni Q, che intervengono nel-
I’ espressione del quadrato dell’arco elementare

ds*=Q,"dg,*+Q,*dg,’ +-Q;'dgy’ , )
e poniamo
—_1 %
Gu= Q,Q, 3z, ° 3)

indichiamo poi con ij% una disposizione pari degli indici 123, e consideria-
mo una delle tre superficie, per esempio g,. Su questa le linee g, e g, sono ¢;
e g;, © le curvature indicate con @, e @, nella teoria delle superficie (XI,6)
sono @G e Q.. Rappresentiamo ancora con ,,, Moy, e B, le quantitd
No,, Do, € 6, relative alla superficie considerata, e scriviamo le condi-
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zioni d’ immobilita (XI, 9) del punto (z=2;.y=2,,2==1,):

oz dr . ox
—b——s: =N, a,— G, x;—1, % =G a0;— Bz, s "D?::: Br,— o,y ,
i, bx dx
_bs; =§,z,— G2, . b——j _9(9,,‘51:,‘ G —1, : By, — O,z .

Cio premesso, se scriviamo la prima coppia di formole per la superficie g;,
e la seconda per g¢;, lasciando intatta la terza, otteniamo

%wT— Guz;— B2, =T,r; — Ty 7y
1 4
oz
:—@7,;“' Cio;= B2, — o2,
oz
b—s:':'jbuxj— Gur; —1 =92, — G, 2, —1 ;
quindi &;= &,;=—&, qualunque siano ¢, §, &, e per conseguenza
?“;1=0 ) \z‘;g‘:O ) @3=0 . (4)
Inoltre, per qualunque coppia di valori di ¢ e j,
%u: - @e_f * ®)

Le (4) ci dicono immediatamente che, in ogni sistema triplo ortogonale, qua-
lunque superficie ¢ tagliata dalle superficie delle altre famiglie secondo le
linee di curvatura. B questo un importante teorema di Dupin. Quanto
alle (6), esse esprimono un fatto evidente, ciod 1'eguaglianza, a prescindere
dal segno, fra la curvatura normale della linea g;, considerata come ap+
partenente alla superficie g;, e la curvatura geodetica della medesima linea
sulla superficie g,. Ne segue che le sei funzioni @, le sole che continue-
ranno a comparire nei nostri calcoli, rappresentano appunto, cambiate di
segno, le curvature principali delle tre superficie coordinate. Finalmente le
formole precedenti assumono la forma definitiva

Q. Qx ox
b;‘ — Gz — @n‘ca ’ b—s:= cguwa ’ '-‘) 2= AR
. oz, bx
ﬁ X?! =— Qpyr,— Guz, —1, af =G, , _" = Gy, ©®
ox Oz oz,
5?:,= — G2, — @ss“’s -1, 'b}i= @n‘”: ’ -DT:—_— @“m‘ :

Son queste le condizioni necessarie e sufficienti per Uimmobilita del punto
definito dalle coordinate x, ,x,,X,.

8. Applicando alle funzioni z la condizione d'integrabilitd, relativa
alla superficie g,, cioé

(53?‘ + @j;’) Ebs—j': (333—’_""‘ gij) % ) Q)

si trovano sei relazioni differenziali fra le @, note col nome di formole
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di Lamé¢; ma queste relazioni si possono anche ottenere senza caleoli scri-
vendo le formole di Codazzi relative alle tre superficie coordinate. Cosi, per
esempio, la formola di Gauss

ba@i bql +g‘ _I__@’ gb‘ %’ .

quando visi fa =0 e vi si cambiano @,,@,,9%,, 9%, rispettivamente
in @‘J.@”.—@u —(?,ﬂ, diventa

S B4, 4G, +6,G,=0.,

e da luogo ad una prlma. terna. di relazioni. Similmente le formole

D, bDl
_D_ = (90, —Do,) c%a 'Y A= (% %I)gl
Sy

diventano
b(‘}n + (@m Qa)(?m =0 , b—?}% + (c‘?m - @J;x)qu= 0;

ma queste si riducono ad una terna sola, perche si ha, in virth di (3),
3G, 1 (dlogQ, dlogQ,dlogQ,
% Q Qy( 0g,0g, 0g, 0g; ) ’
b@‘m 1 (b’lo"Qk dlogQ, dlog Q‘)
s, Q‘Q, 09,09, dg; 3, /’

ciod

* d
a0 o= T 16, 8= 3 GuGy
e conseguentemente
d
G- GG = 5 GGG ®

Dunque le formole di Lamé sono

( b“ﬁss_}_ bs=a+@3,+9,,+c}..9u—°

* ?'bk:’s b@3|+@‘?cs+@s|+@ @ha =0

DC%“ bLJu + (%“ + Qy“ + @n@ha =0

\ Ds
a_@"ﬂ F(G1a—F42)G s =0 DG},, =+ (Qu GG =0
{ _393 + (g_:m (%3,)@,3 =0 ovvero b@,, =4 (Qn @n)@n =0
\ %?f! +(Gn— 510)Gs =0 bq’ﬂ + G — Q")q”-:o
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e stabiliscono, come si vede, un vincolo necessario fra le curvature principali
delle superficie coordinate e le loro variazioni. Noi possiamo anche conside-
rarle come equazioni alle derivate parziali del secondo ordine, cui debbono
soddisfare le funzioni Q, giacchd si trasformano facilmente, mediante la for-

mola (3), in
d /1 bQ,) 0 (l DQ) 1 DQ,DQ,
—_f =0,
391<Qa g, +bqs Q; 0g, +Q bq: bq,

? (1 bQ) (1 Q) , 1 2QQ,
2, \Q; 37, +3@. 0.39—.)+Q_.’3_423_9._
d (1 ao,) d (1 bo,) 1 3Q,0Q,
3¢,\Q; 32,/ 1 32,\Q, 3,) T 090,30,
< 1Q, _ 12Q,2Q,, 11Q,3Q
3030, Q, 3, 3, T Q, 92,3, ’
Q, _ 12Q,3Q, , 12Q,2Q,
32:¢, Q; 3,99, T @, 3, 34, °
'Q, _ 12Q,2Q, , 10Q,3Q,
32,34, @, 3, %, T Q; 32,34, °

O]

4. Mentre nel piano una coppia di direzioni ortogonali, definita per ogni
punto, si pud sempre considerare come quella delle tangenti, in questo pun-
to, alle due linee d’un sistema doppio ortogonale, nello spasio invece non ha
luogo U analoga proprietd per una lerna ortogonale, pure definita in ogni
punto. Questo notevole fatto risultera dalle condizioni restrittive, che noi
presto scopriremo indagando se la terna definita dagli elementi del deter-
minante ortogonale

o, B 1 |=1,
oy By s
oy Bs s
rispetto alla terna variabile delle tangenti alle linee d'un sistema triplo
ortogonale, pud essere quella delle tangenti alle linee d’un altro sistema tri-
plo ortogonale. Riferito lo spazio al nuovo sistema, esprimiamo che le condi-
zioni d’immobilitd del punto (z,,z,,2,;) debbono essere soddisfatte dalle
nuove coordinate
Ti=ox 4 By + 1% »
avvertendo che le formole
?d d d d
33‘,“—':“;—53—1‘{"553—%'{"&‘3}; s (10)
per i=1,2,3, son quelle che somministrano i quozienti differenziali rela-
tivi ai nuovi assi. Affinche siano soddisfatte le condizioni (6) occorre intanto
che si abbia identicamente

bw"__ ' [ bz"_ 4 ’
b?}‘_qj‘wj ’ b}i“‘ql‘(a"h ’ (ll)
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ciod, considerando per ora soltanto la prima eguaglianza,

h) P d .
(a’_bs—, + 8 '53—+T; 53—) (o, + Byzy 1,29 = G (o7 + B2y 4 1,25)
]
Questa si scinde nelle tre

aj%ﬁ_ 3, P Bi(a @u —B, Qu) —1:(v; g:u - gaa)
B ":)m= 'b_s!{ +1:(B; Q.ha —T; Cu) — “t(“jc?}n — B C) (12)

1, G =t 01, Gs — .G — B, G — 1,5
le quali, moltiplicate per «,,8,,t,, e sommate, danno
G =—0;(en +1: G —BrG1o)

—Bi(ens + 0G0 — 1 Gay)

— 7@t BGu —0Ga) (13)
ponendo

‘DD?HV% ‘bn;__' ( oo+ aB‘J”f as‘)_e’“ '

ed osservando che nel determinante ortogonale
o B N
o B v

& B T

ciascun elemento & uguale al proprio complemento algebrico. Similmente
dalle tre relazioni analoghe alle (12), in cui si scinde la seconda uguaglian-
za (11), si deduce

@i;; = ah(eﬂ + qun — pj@ﬂ)
+Balesnt “j@n - 'f;@n) )
+Tu(‘;a + ﬁ;@at - “j(%u) . 14)

B poi facile verificare che, soddisfatte le (11), si ha pure i denticamente

bw‘ C?'u.i Quzi—1,

sono ciod soddisfatte tutte le cpndizioni (6) anche nel nuovo sistema. Cid
premesso, 1'eliminazione delle § fra le (12) o fra le relazioni analoghe con-
duce in ogni caso alla terna di condizioni

o8+ By tvien= (Qvu—@u)gt’fc + (@,;—@,,)‘r 1% +(@n—' Gin)a; B; - (15)



—215—

5. Queste condizioni provengono dalla necessita di orientare le nuove
terne di assi in modo che sussista il teorema di Dupin anche nel nuovo
sistema. Infatti, se si applicano le formole fondamentali alla direzione
(a;, B ;) 8i trova che alle (12) si pud dar la forma

Sa S’ 83 ’ 8’{
2,Gy= ". ’ B:cm:gf; J Y!@ﬁ:as‘

ed & chiaro che ogni relazione ottenuta eliminando @' fra queste ugua-
glianze & necessariamente contenuta in (15). Ora, sommando le predette u-
guaglianze, dopo averle moltiplicate rispettivamente per a,,B,,Y,, si ottie-
ne la relazione

2

Oty 38‘+Bkbs‘+ k&r‘ —0

che si deve dunque considerare come una nuova forma della (15). Intanto
questa relazione, scritta nel seguente modo

a; o, ¥ |=0,

B: B, 3B

oY O
esprime appunto (cfr. IX, form. 19) che I'asse x’; genera una sviluppabile
quando 'origine tende a spostarsi lungo I'asse 2’,. E dunque vero che la

condizione (15) chiude in sé quanto basta ed occorre per la conservazione del
teorema di Dupin.

6. Torniamo alle (15) per cercare di dedurne una relazione unica, alla
quale debba isolatamente soddisfare ciascuna terna di coseni. Prima osser-
viamo che, essendo

Da, dot
A
=Y o a —|,
) s,

B B"b_s

T T s,

al primo membro di (15) si pud dar la forma

) A b.
— | O Oy ‘b:"“"pib: + ‘ 2 , .
b
B B « ‘f~+5,bﬁ~+%!
Yi Ta sg:"+3:g:‘+ ‘bsk'
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Ne segue che, se si rappresenta con F,(«,B,y) la forma quadratica

h)
& o, O- ak'i' Bbbi:'i— bs +2(QH—@N)BTa
8 B bs.% BDB"+ DB*
Y %ﬁ’:w%ﬁ:-r b*"

le terne a;,B;,v; ed a;,B,,Y, sono le due soluzioni del sistema

F,‘(a,B,T)—:O 4 aak+5ﬁh+Wk=o * “"i‘ﬁ'+'f'= ’

vale a dire che le terne stesse definiscono le direzioni di quelle generatrici
del cono quadrico ¥,=0, che stanno nel piano perpendicolare alla direzione
(a,,B,,72)- Qui si noti che le due direzioni debbono risultare fra loro per-
pendicolari, e perd la forma F, non & qualunque, ma deve per a=a,,B=43,,
y=r, ridursi (come & facile vedere) alla somma dei coefficienti dei termini
quadrati, vale a dire che dev’essere

2( kb‘r,‘ —Tx gfh> 2(91: —GB »
ciod

S (5 Gu)er— (3 + G ] =0

ma questa condizione & soddisfatta identicamente, come si riconosce subito
osgservando che, se % & la funzione che definisce il sistema delle superficie
normali alle direzioni (a,,B,,Y,), 8i ha

_ 1 % 1 Ou 1 ou
Vau O ' " Yau 05 T Vau s

Fin qui non si & tenuto conto della terza condlzlone (15), alla quale si pud
dare 'una o I'altra delle forme

Fi(o,Bysma)=0 , Fy(a,,Bys12)=0.

Se in una di queste relazioni si sostituiscono i valori di «;,B;,7; © a5y Bya s
che il sistema precedentemente considerato fornisce in funzione dei coseni
8,1, © delle loro prime derivate, si giunge ad una relazione non identica
fra questi coseni e le loro derivate prime e seconde, la quale relazione deve
essere evidentemente soddisfatta anche dalle altre due terne di coseni. Se
poi per o,,B,,Y, si pongono i valori testé scritti in funzione di u, si ottiene
la relazione di Bonnet, ciod un’equazione alle derivate parsiali terse di u,
necessaria e sufficiente perché u definisca un sistema di superficie, apparie-
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nente ad un sistema triplo ortogonale. Adunque, mentre ogni semplice infi-
nita di curve piane costituisce con le sue trajettorie ortogonali un doppio si-
stema di curve, ben raramente avviene, nello spazio a tre dimensioni, che
un sistema di superficie faccia parte d'un triplo sistema ortogonale. Cid si
spiega sempre col teorema di Dupin, giacche, dato un sistema di superficie,
& ben difficile che le sue linee di curvatura si lascino associare in modo da.
costituire altri due sistemi di superficie, ortogonali a quelle del sistema
dato. Invece qualunque superficie appartiene ad un sistema triplo ortogo-
nale, perchd basta, per esempio, associare ad essa le infinite superficie pa-
rallele (XI, 27), e costituire gli altri due sistemi con le sviluppabili delle
comuni normali lungo le linee di curvatura. In altri termini ogni sistema di
superficie parallele fa parte d'un triplo sistema ortogonale. E anche facile
vedere che qualunque sistema @i piani o di sfere appartiene ad un sistema
triplo ortogonale, e cid si deve appunto (XI, 2) alla completa liberta di cui
si gode nella scelta delle linee di curvatura sul piano e sulla sfera.

7. Per calcolare il parametro differenziale secondo noi avremo
bisogno di considerare la somma G; delle G che hanno il secondo indice
uguale ad ¢, ciod

Gi= @j‘ + @xi =3 l°g QQ. . (16)

Se si osserva che dal sistema

.b;+s‘ bp‘+ ‘b*'

Oax B
] D;"'BJ ds, ‘+ A f] bs‘—_s"“

da 0B; i
hbs‘+6hb '+kas =€y
si trae
o 0B; oy,
Ef:ahej,—a,e” ) b_s“:Bksjv_Bjehy ) b—s:='fnejv_'f1"u )

le formole (13) e (14), sommate, danno

=3+ 9 )n+ (g + G )t (3 + 9

Cio premesso, ripetendo 1’ operazione (10) si ottiene

b’
D?= " ds Sl s tii +B‘Y‘(Ds s +bs,bs,) .....
b b d
e ) S B2 e
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(bs -l—@) (bs -I-‘?y,) %, +8¢ (bs +9,) .....
+3¢T.-[(53—3+ 93)3;’4‘(&:4‘@,)33—0]—1— .....
+ [%(as’) + -ab;(a.-ﬁt.) + gs_, (am)] 3‘1_'

poi

)] d b
[ B+ 5 B+ B0 |5
b} d
+ [%‘(Tt“t) + *bb-s;(TiBt) + s, () ]-bT, s

33+ 9) 3 =25+ %) -

Cosi viene in evidenza la proprietd invariantiva dell’operazione

e (D d (D d ( d d
A -'(b_s,-l_ @‘)O_s,-*-(b—s,'{- C?a)'b—s"'l— 5;;4— 633)-5.;; )
alla quale si pud anche, per la (16), dar la forma

s 1 _b—(g,&,l 0 /QQ, ? (Q,Q, )
. —Q‘Q,Qa[bq‘ Q, bq,)+bq,( Q, bq,)_l_bqa Q, ¢ ]

indicata da Lamé.

e finalmente

8. Le relazioni (9) ci avvertono che lo spazio fin qui considerato, e nel
quale abbiamo precedentemente studiate le curve e le superficie, non & il
pit generale spazio a tre dimensioni che si possa immaginare. Noi concepia-
mo infatti lo spazio come un sistema triplamente infinito di punti, ciascuno
dei quali sia individuato da una terna di valori attribuiti ai parametri
@119+ 43, © 8ia vincolato ai punti infinitamente vicini dalla condizione di a-
vere da essi una distanza espressa mediante la formola (2) per una data
terna arbitraria di funzioni Q. Le relazioni trovate fra le Q sono dunque
indizio manifesto d’una particolarizzazione dello spazio, e questa & avve-
nuta di fatto in seguito all'ipotesi da noi tacitamente introdotta che nello
spazio considerato sia lecito impiantare il sistema delle coordinate carte-
siane, e per conseguenza esistano tre funzioni 2,,%,,2; di ¢,,¢,,q,, tali
che 1'espressione (2) sia riducibile alla forma

ds*=da,} +dz,* +-da? . (17

E del resto facile ritrovare con procedimento diretto le formole di Lamé co-
me necessarie e sufficienti per la possibilitd di tale riduzione. Qui conviene
rammentare che gid nel piano noi ci eravamo imbattuti (VI1I, 10) in una
relazione fra le curvature delle linee di qualunque doppio sistema ortogona-
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le, relazione esprimente appunto la possibilita di ridurre il quadrato del-
I’'arco elementare alla forma dz,*- dz,?, mentre sulle superficie curve nes-
sun legame necessario intercede tra le funzioni Q. Lo spazio da noi studiato,
e che d'ora innanzi distingueremo dagli altri chiamandolo Uneare, rappre-
senta dunque fra tutti i possibili spazii a tre dimensioni quello che il piano
& fra le superficie curve, e perd noi chiameremo curvi gli spazii non lineari,
riservandoci di precisare, in seguito, il concetto di curvatura.

9. Come per lo studio delle linee e delle superficie curve noi abbiamo
riferito lo spazio che le contiene ad un sistema cartesiano, cosl ci sard utile
supporre che la tripla infinitd di punti, definiti dalle terne (g, ,g,,q5) ed or-
dinati secondo la legge (2), faccia parte d’una quadrupla infinitd lineare di
punti, o, come si suol dire, sia immersa in uno spazio lineare a quattro di-
mensioni. Immaginiamo dunque un sistema quattro volte infinito di punti,
ciascuno dei quali sia individuato da una quaterna di valori attribuiti ai
parametri ¢,,¢,,9s,9,, © 8ia vincolato ai punti infinitamente vicini dalla
condizione di avere da essi una distanza, il cui quadrato sia espresso dal~
la forma Qdg'+..... + QJdg?, supposta trasformabile linearmente in
dz2+-.....+dz 2. Questa si riduce alla (17) quando una 2z si mantiene co-
stante, e poichd ogni trasformazione lineare ortogonale, eseguita sulle z, la-
scia inalterata la forma stessa, possiamo pill generalmente affermare che in
uno spazio lineare a quattro dimensioni ogni equasione lineare fra le coor-
dinate cartesiane, relative ad assi immobili, rappresenta uno spazio lineare
a tre dimensions. Cosl vien giustificata la denominazione di spazio lineare
e si trova in pari tempo il modo di trasportare rapidamente a tali spasii
la terminologia geometrica ed i principii fondamentali dell’ordinaria Geo«
metria analitica della retta e del piano. Lasciamo al lettore la cura di fa-
miliarizzarsi con tale estensione, e di ripetere qui le considerazioni del § 1,
per vedere come, obbligando una funzione w delle coordinate dei punti
d’uno spazio lineare & quattro dimensioni a conservare un dato valore, si
riesca a staccare dallo spazio stesso uno spazio (generalmente curvo) a tre
dimensioni, che in ogni punto M ammette una retta normale nella direzione
della pitt rapida variazione di %, ed uno spazio lineare fangente a tre di-
mensioni, determinato dalle rette secondo le quali la variazione di % & infi-
nitesima d'un ordine superiore rispetto allo spostamento di M.

10. Consideriamo un punto che si sposta in uno spazio lineare a quattro
dimensioni lungo una curva, e siano M’,M",.... le posizioni che successiva«
mente va occupando, ad intervalli infinitesimi, partendo da una posizione
arbitraria M. La tangente alla curva, in M, si definisce sempre come limite
della retta MM, quando M’ tende ad M, e noi diremo brevemente che I'e-
lemento lineare MM’ determina la tangente, sottintendendo il passaggio
al limite ogni volta che impiegheremo locuzioni analoghe. Cosl potremo su-
bito dire che due elementi successivi, MM’ ed M'M", determinano il piano
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osculatore, come fre elementi determinano lo spazio lineare osculatore, che
in generale varia da un punto all’ altro della curva. La perpendicolare con-
dotta per M allo spazio osculatore si pud ben chiamare frinormale,in quan-
to & perpendicolare a tre tangenti infinitamente vicine. Essa appartiene al
piano binormale, luogo delle infinite binormali, o perpendicolari condotte
per M a due elementi successivi, come il piano’ binormale appartiene allo
spazio normale, in cui stanno tutte le normals, in numero doppiamente in-
finito, condotte per M alla tangente. La perpendicolare elevata per M alla
trinormale nel piano binormale & la binormale principale, e la perpendico-
lare al piano binormale, elevata per M nello spazio normale, & la normale
principale. Si costituisce cosi la quaterna fondamentale della curva: tan-
gente, trinormale, binormale principale, normale principale. Se queste rette,
perpendicolari fra loro due a due, si prendono come assi, e se rispetto ad
esse le coordinate cartesiane d'un punto fisso si rappresentano ordinata-
mente con z',,2’,%’3,2, 8i vedra nel capitolo seguente che le condizioni
necessarioe e sufficienti per 1’ immobilita del punto sono

de’, o

o'y oy do'y_ o oy do’' &, o, 18
ds — p ds 2 'dsT r oz 'ds ?—7’()
dove + &, come p ed r, un raggio di curvatura, che saremo condotti a con-
giderare per misurare la tendenza che ha il punto M, nel percorrere la cur-

va, ad allontanarsi pilt 0 meno rapidamente dallo spazio osculatore.

11. Prendiamo una linea in uno spazio curvo, la cui normale in M sia
determinata nello spazio normale, rispetto agli assi 2',,2,,2', dai coseni
direttori «,,B,,Y,. Altre due rette, perpendicolari fra loro ed alla prima,
siano determinate nel detto spazio normale dai coseni «,,B,,7, €d ay,Bs, T,
in guisa che si abbia

a B v |=1. (19)
@y By Yo
% Bs Ys

Rispetto alla tangente ed alle tre normali testd definite le coordinate del
punto fisso sono z,=2', e

=o'y Ba s+ 1,2, Ty= @+ B2’y 3%, Ty= o, &+ By Tyt 1% .
Cid premesso, le condizioni (18) si trasformano agevolmente nelle seguenti

d dz
£=_@,m,+<saw,_%w, =G+ Ce—Ba,
(20)

Jdz, dz,

s =—G1,— Gy o —1 ds =G, — B+ B, ,

in cui si & posto

%:ﬁ ) 91:"—% ) g:l':'_xp’-

k]
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ed anche

—|———e, R "6-“’—[———5, , ‘E’,:a—f—l—ﬁ—s,.

Dalle formole (20) si ricade naturalmente sulle note (XI, 3) condizioni d’im-
mobilita, relative alle superficie, supponendo nulla la terza curvatura, nel

qual caso il determinante (19) diventa

0 send cos¢
0 cosy —senyd
-1 0 0
e ©,,%,,8, sono costantemente uguali a zero.

12. Ora immaginiamo alti'e curve, tangenti in M agli assi z, ed z,, e
distinguiamo con un indice ¢ tutto cio che riguarda la curva tangente ad

Mz;. Le formole (20) danno luogo alle seguenti relazioni:
[ A
bs, — 90,0, — T2, + By, , -5';‘;: %1(”—(3"4’,—@“&,—1
0z Oz
Aa) _D?,= %atwa—%ﬂ's—%’u% ’ 'DT:':_(?M“! +%3“""@u¢s—l
b}
Os

d
b:, — B2, + By 2, — N0, 2, ,

_ﬁ=_931x1 — G2y + oz —1

bwa

=G 2,4+ T — B2, , 3——(33:“’3 T2+ Tyue,
Dw, LY

© D_s,- a@+ Byz— By, , D —@aawa T 9+ B,2, ) (C)

d
i— Guo,+ B,,0—B,,x, , —s—'= Gy — By o+ Tty
s

) (B)

Da qneste risulta subito che, per 2=2z,=2,—2,=0, i quozienti diffe-

renziali

Yo Vz Yz Vx Nz Pz Oz O i

05, 7 D5, 7 0s,? ’ 08,08y ' Osy0s, ' 0, ds, ' 08,05, ' J8,0s, ' 03,05,
prendono i valori ’

Do, , Mo, , N0y ; Tyy sy Ty s By s — By s — By — By
e che i valori analoghi per le funzioni z,,z,,z, sono, rispettivamente,

o , _gu:—gm;"‘(gu' o, gla;%m’gis’o
-8, 0 , —Gy @:as—%aﬂv 0 ;0 t%u!gu
—913!—'(3!30 0 ; o , 931”"@11;gai0 ®
Ora la nota condizione

n »? blogQ_, __OlogQ, ? @1)
Dsibsj 08,05, s bsj ds, s’

L]

’

’ 2 °
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applicata alla funzione z, di immediatamente T+ ®;=0, e perd pos-
siamo porre

T‘=%s,=—%’a , T.:?;“:—?; T,:g"=—%u.

8-

Applicata invece alle funzioni z,,,,z, la stessa condizione ci dice che le
@, sono ancora espresse dalla formola (3), ed inoltre si hanno le ugua-
glianze B, =0, nelle quali sta il teorema di Dupin. Dopo cid le condizioni
4’ immobilita si possono porre sotto la loro forma definitiva. Le (B) restano
inalterate, le (A) diventano

P
b_.:;——-_%twa + Tyxy+ Ty,
ox ¢
D_S.=T3“'1‘—%swa+Taa'a '
dx
DT',=T’2‘+T'¢’—%“% )
mentre le (C) e le (C") si riducono alla forma semplicissima
0 Oz ox
bis::: Guz,— Ty , _3—si= Gnz,—T,2 , D_s::: Gz — Ty,
dx, 0 dx

2
‘DT":'gcs"’a_Ts“' ’ '53—‘,:@:1“:_'1‘3” ’ Xé=gsawa—1‘iw’

Si noti che alle (A) si pud anche dare la forma

e_ 1% dw_ 1% dw_ 1MW
s, 20, ' Vs,  20r, ' sy 20’

rappresentando con ¢ la forma quadratica definita dal discriminante
K=| %%, —T, —T, |,
- Ta %a _Ti
- Ta - Ti %s
che ha una grande importanza nello studio della curvatura. Presto vedremo
che K si pud esprimere mediante le sole curvature @. All'uopo ci converrd
fare uso del determinante reciproco, i cui elementi rappresenteremo nel se-
guente modo:
Ky= %a%a— T: y K=K =0,T,+T,T,,
Ky=0,90,—T; , K, =K,;=30,T,+T,T, ,
K= 9%, 0, —T; » K=Ky =90,T4T,T, .

13. Prima di andare oltre approfittiamo dei risultati precedenti per
mostrare come si estenda il feorema di Eulero (XI, 10) agli spazii di tre di-
mensioni. La curvatura della sezione normale piana, la cui tangente & deter-
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minata, nellc:z, spazio lineare tangenlie, dai coseni direttori «,8,y, & sempre
misurata da a’f per =2z, =z, =z,=0, essendo

d ] 0 [
E—“b—si'i'ﬁb—s"l"f 2, "

Essa & dunque data da

Nz  x Az Ly
@ gt B o B (g ) o

per x=2,=2,=x,=0, ciod
1
F_—“q)(a ) B ,T) o

La discussione di questa formola da risultati completamente analoghi a
quelli della teoria delle saperficie, ed in particolare conduce a considerare
.tre curvature principals, corrispondenti agli assi del cono quadrico ¢ =0,
luogo delle tangenti alle infinite assintotiche, reali o immaginarie, che pas-
sano per ogni punto. I1 prodotto delle curvature principali & appunto K,
e pud servire a misurare la curvatura fotale, mentre gli invarianti ortogonali

‘/3(%1-‘—%3—'-%8) ’ ‘/S(KH+K”+KIS)

misurano pinttosto due curvature medie dello spazio, intorno al punto consi-
derato. Se si vuole che la normale allo spazio generi una sviluppabile, si &
condotti ad esprimere, osservando le (22), che i maggiori determinanti della
matrice

o 2 2 2
d 0B Or
0 a« B v
1 0 0 O
son tutti nulli, vale a dire che si ha
o W 00
b—a#—bﬁ'p_b‘f'r'

e si trovano cosi gli assi di ®. I sistemi di curvatura sono dunque caratte-
rizzati dal costante annullarsi di T,,T,,T,. Per essi le relazioni (A),(C) e
(C’) si riducono alla forma oltremodo semplice

o 0x;
s, =—Noz; , 33—‘—@4!:;”‘ .

14. Ritorniamo alla condizione (21), che possiamo prendere ora sotto la
forma (7), ed applichiamola alla funzione %:

(bb_s + @ﬁ) (— 90,24 T2+ Taz) = (bl +8y ) (=Tt Taay - Tyoa).
i .

S5
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- Mediante le condizioni d’immobilitd questa eguaglianza si riduce ad una

relazione lineare fra le z, che per I'arbitrarieta di queste variabili da ori -
gine ai seguenti gruppi di formole:

%%_ba_f:+T,cg”—T3cg,3=T. (G — G
@ {5 = 50+ T8 T.Gu =Ts(Gu— G
Db'f‘ o 3 TThGu— TyGy = T3 (Gis— Gos)
9 bsTa + b-si +2T,8,,+ T,@,, = (6, — F6,)G,,
® {22+ I8, + TG, = (96— T6)G,,
b";:" + 3;8‘3 21,8, +T,8,, = (Jo, —9%6,)8,,
bas sy DT: +2T,8,, + T,8,, = (Jo,— 56,)G,,
QI %18+ 21,G,, 4 TsGyy = (0, — 90 G,

Similmente, se si apphca la condizione (7) alla variabile z;, si ottengono le
formole seguenti:

bC‘},, n bb@aa_i_ QL+ G+ @"9"

S.

] °§*= o G+ Bt GuGu=
\ 2 ?(’” Dgﬂ + @,, + (su + 9‘,(3

°c9“+<<2.s 8,8, = w’"+(<3.. GG =K,,

| 21 (G — GG =22 +(Gu— GGu=K,

(G G Gu= 3 G — ) =Ker

Qui si noti che, mercé le (y) e (3), la curvatura totale si puo esprimere nelle



sole §Q, perché si ha
K'= Ky K, K
K!i K!! K!
Kzu KS! KSS

ciod, ricordando V'osservazione fatta in fine del § 3, K & funzione soltanto
delle Q e delle loro derivate parziali prime e seconde. Quando poi si applica
la condizione (7) & qualunque altra z, si ricade sulle formole gia ottenute.
Intanto le formole («) si riducono a due sole distinte, e le (3) costituiscono,
in sostanza, una terna sola, in virtl dell’identita (8). Si hanno dunque in
tutto quattordici formole, che per lo studio degli spazii curvi a tre dimen-
sioni, immersi in uno spazio lineare a quattro dimensioni, prendono il posto
tenuto dalle #re formole di Codazzi nello studio delle superficie.

15. Consideriamo, per esempio, uno spasio sferico, ciod il luogo dei punti
che in uno spazio lineare a quattro dimensioni distano egualmente da un
punto fisso. Le coordinate di questo punto debbono costantemente soddisfare

alla relazione
xS+’ oy’ +2* =R?

ed alle condizioni d'immobilita. Ne segue, differenziando successivamente la
relazione stessa rispetto ai tre archi coordinati, che si ha 2,—z,—=2z,=0 e
conseguentemente = R. Portando questi risultati nelle condizioni d’immo-
bilita si trova che dev’essere
1
%‘=%,=%,=§- y T,=Ty=T,=0;
poi si vede che le formole (), (8) e (8") sono identicamente soddisfatte, di-
modoché restano soltanto le condizioni (y) e (3), nelle quali
1
Ku=Kzs=Kaa=§: v K=Ky =K;,,=0. (23)
Le sei relazioni cosi ottenute caratterizzano dunque gli spazii sferici. Esse
sono dovute a Beltrami, e diventano, per R crescente all’infinito, le sei
relazioni di Lamé (form. 9) caratteristiche dello spazio lineare. Natural-
mente in uno spazio sferico non & possibile impiantare il sistema delle coor-
dinate cartesiane, ma vi si pud sempre stabilire un sistema di coordinate
curvilinee, in cui la terna di funzioni Q si riduce, come nel sistema carte-
siano, ad una funzione unica Q. Affinchd cid avvenga occorre e basta che
siano soddisfatte le condizioni (23) quando per le K si pongono i valori ri-
cavati dalle formole () e (9), ciod
1 1 1
N — 0~ 0?—
1 1 0 ( Q Q
Ky=—at 41 _o_) , E=— 2
1} -Q bq" +Qa ; bq‘ bq‘ i Dq‘bq,

Un facile calcolo d’integrazione conduce a prendere

1 . 4%+
ﬁ_l‘l‘T ’
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e si giunge cosl ad un sistema di coordinate, in cui I'arco elementare & dato
dalla formola
dg,* +dg,' +dg,’

“0 Fap@tate))

B questo il sistema delle coordinate stereografiche, segnalato da Riemann
ed utilizzato da Beltrami per lo studio degli spazii a carvatura costante.

XVI. CURVE NEGLI IPERSPAZIL

1. Lungo una curva, o semplice infinitd continua di punti in uno spazio
lineare ad » dimensioni, consideriamo, a partire da M, le successive posi-
zioni M',M’,.... d’un punto, infinitamente prossime alla posizione iniziale
M, arbitraria. Diremo, come nel §10 del capitolo precedente, che I'elemento
MM’ determina la fangente, e questa assumeremo costantemente come asse
z,. Prenderemo poi come asse z, la (n—1)-normale, ciod la retta condot-
ta per M perpendicolarmente ad n—1 elementi consecutivi MM, M'M",....
Evidentemente questa retta sta nel piano determinato da tutte le perpendi-
colari condotte per M ad »—2 elementi consecutivi, fra le quali scegliere-
mo come asse z, quella che, perpendicolare alla (n — 1) - normale, si pud
ben chiamare la (n —2) - normale principale. Gli assi z, ed z, con tutte le
(n— 38)-normali stanno in uno spazio lineare a tre dimensioni, nel quale
conviene prendere 1'asse 2, perpendicolare al piano #,z,. Proseguendo sem-
pre allo stesso modo si arriva a scegliere come asse z,_, la binormale prin-
cipale, determinata nello spazio lineare binormale (ad # —2 dimensioni)
dall’ obbligo della perpendicolaritd agli assi precedenti. Finalmente nello
spazio lineare normale (ad » — 1 dimensioni), che racchiude tutte le nor-
mwali, si distingua fra queste e si scelga come asse z, la normale principale,
perpendicolare allo spazio binormale. Siano a,,a,...,a, i coseni direttori
dell’asse z, rispetto ad un sistema qualunque di n assi, perpendicolari fra
loro due a due, e si noti che la definizione data del detto asse si traduce
nelle relazioni

y=n
Na,d'a,=0 per 1<;Sn—i ¢))

=1

y=n
Sao,=0 » 15<i—1 @®)

=t



i
1n particolare dalle (1), per j=1, e dall'eguaglianza

ay oy t+ap +. o) =1 ®)
differenziata, si ha
y=n
3 o da,, =0 per 1SiSn—1. 1)
=1

Intanto le relazioni (2) e (3) ci dicono che il determinante definito dall’ele-
mento generale «,, & ortogonale: il suo valore &, se si vuole, uguale all'unita,
e ciascan elemento & uguale al proprio complemento algebrico. Dopo cid
dalle (4) si ricava, per tutti i valori di v,

doy,=¢,a,, )]

rappresentando con ¢, I'angolo di due tangenti infinitamente vicine. Piu ge-
neralmente, se si pone

y=n
zaﬂdai,= & s
y=1
dimodoché
=0 , g;=—¢;, 6)
si ha
v=n
daij=25iv avj * (7)
=t
Si ricade sulla (5) per t=1 ed
E T =€ =...= ¢, =0 , g,=¢,, ®)
d’onde risulta, in virtl di (6),
S8y =y = =6, 1 =0 , gu=—g¢ . ®

2. Merce le (7) si riesce ad esprimere i differenziali successivi dei coseni
direttori in funzione lineare dei coseni stessi. Se, partendo dall’angolo s,,,

— o . . .
rappresentato provvisoriamente con e, si calcola una successione di quan-

L)
tita ¢, ¢;,.... secondo la legge

AR e
gy =de; + ey &y s (10)
v=1

si trova, per successive differenziazioni della (7), ed impiegando ripetuta-
mente questa formola,

. v=n @®
d a‘j=25i, oy
v
Ora le (1) diventano '

n

5 (%)
Zs“a,,au—o ’
$J
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vale a dire, osservando (3) e (4),

e::)=0 per 25vSn—k .

Se si fa successivamente ¥=1,2,3,...., e se si porta in (10) l'ultimo risal-
tato, si ottiene

n
> €1t St figdy oS = O Per 2<vSn—k—1. an
£y 2igrenty :

Se, per esempio, si pone k=1, si trova

f=n

‘ —
z ey =0,

=1
ciod, in virtl di (8),
¢,,=0 per 2§v§n—-2 .

Similmente per k=2 la relazione (11) diventa

n
Ee“e‘,eﬂ= 0,
'Y

e da questa, tenendo conto del risultato precedente, si trae
=0 per 25vSn—3.

en—l,v
Cosl proseguendo si prevede che in generale si avra
' =0 per 25vSn—k—1. (12)

En-lo i,v
Supponiamo che questa uguaglianza sia vera, insieme a quelle che la prece-
dono, e dimostriamo che sussiste quando vi si cambia % in k1. Posto %,,,—j,
la relazione (11) da

J=n
Dlen X e il b,)=0 por 2SvSn—k—2.

=y

La somma con % indici & nulla per j=2,3,4,...,n—k—1. D'altra parte,
in virth di (12) e delle uguaglianze precedenti, ¢,, & nullo per j=n —k-1,
n—k-+42,...,m—1,n. Restano dunque soltanto i termini che corrispondono
ai valori j=1 e j=#n—k%: il primo & nullo in virta di (8), e pero si ha

=0 per 25vSn—k—2,

LY 13}

si cade ciod sulla stessa (12), in cui % si trova cambiato in k1.

3. Ora prendiamo come assi le » rette principali, e consideriamo le po-
sizioni che queste vanno ad occupare quando I'origine M si trasferisce in M'.
B chiaro che ¢, Tappresenta, per i§ 7, il coseno dell'angolo che il nuovo asse
«'; fa con 2z,.Con cid le formole (12) ricevono un’interpretazione geometrica,
che si potrebbe facilmente utilizzare per la dimostrazione diretta delle for-
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mole stesse. Intanto, se poniamo
Ean=—Cs 1 E3 . 1==C3 3 €10 aT" € s c0r0 s By 1 gT=C0 g

le formole (12), (8) e (9) ci dicono che i coseni direttori delle rette principali
che hanno I’origine in M', rispetto a quelle uscenti da M, sono dati dal se-
guente quadro:

| T, ® ®y ..., Zp_g Toy T,
', 1 0 o ..... 0 0 ¢
Ty 0 1 €y coees o o0 o
o'y 0 —e,, 1 ..., 0o o0 o0
%, o 0o 0 0 ... 1 ¢ O
z, o o0 o0 ..... T—eg 1 g
£, l—e 0 0 ... 0 —e 1

Cid premesso, siano 2,,2,,...,%, le coordinate d’un punto P rispetto agli
assi mobili; sia 32 la variazione assoluta d’una coordinata z nello spazio,
quando M passa in M’ e simultaneamente P in P'; sia dz la variazione che la
stessa coordinata pud subire rispetto agli assi mobili. Projettando M'P’ sugli
assi uscenti da M si ottiene

8r,=dz,—¢(z,+dz,)+ds , dz,=dz,—e¢, (z5+dzs) , ece.
oyvero

8z, dz, = 8z, dz, z 8z, dz, =z =
—LA=_"1_"r11 htad P aind et 2N it ottt D Bt SO Wibat ot |
S ds — ds p, +1, ds ds p,, ' ds  ds +Pn T e
Oz dw; , =z, Loy ;
—_——_ fhal: SpS— Ll 2=3,4 “er ”'—l 13
ds ds Pugsa Pn—i+1 ( ’ ' ) ’ ) ( )
dopo aver posto
d8=¢,0,==64py=€4Py= =8, Py 4 - (14)

4. Le (13) sono le formole fondamentali per Uanalisi inlrinseca
delle curve contenute in uno spazio lineare ad # dimensioni. Queste curve
sono dunque suscettibili di » —1 curvature, che si possono misurare mediante
i raggi p. Quando, nel percorrere la curva, il punto M si allontana dalla tan-
gente, 8i produce la prima curvatura. Per la tendenza pilt o meno grande di
M ad allontanarsi dal piano osculatore si ha una seconda curvatura, poi una
terza, dovuta alla tendenza che ha M ad uscire dallo spazio osculatore de-
terminato da tre elementi consecautivi MM’ ,M'M",M"M", e cosi di seguito,
finché per I'allontanamento di M dallo spazio osculatore (lineare, ad n—1
dimensioni) perpendicolare alla (» — 1)-normale, la linea subisce una
(n—1)""" ed ultima curvatura. Le formole (13) valgono anche quando per
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le  si pongono i coseni che definiscono una direzione qualunque, purché
dalla prima si tolga il termine 1. In particolare, quando le dette formole si
applicano all’asse z,_,,,, si trova facilmente che I'angolo e; di due i-normali
infinitamente vicine & dato dalla formola

221 .
ef=g’+e_

vera anche per ¢==n—1 se si conviene che sia ¢, =0, come si deve supporre
se per poco lo spazio considerato si pensa come immerso in uno spazio linea-
re con una dimensione di pi. Se inoltre si chiama e, I'angolo (=¢,) di due
tangenti infinitamente vicine, & interessante notare il seguente feorema di
Lancret:

et—elte—...ke) =0 .
5. La dimostrazione delle formole (13) pud essere agevolata da sempli-
cissime considerazioni meccarfiche, che hanno il vantaggio di mostrare quale

sia la via da seguire per ottenere formole analoghe, pitt generali, riferentisi
a spazii non lineari. Quando nello spazio ad » dimensioni, in cui é

ds*=dz*+drl2+4...}dz,?,

alle coordinate z si attribuiscono variazioni arbitrarie 3z, 1'ultima relazio-
ne di

1 08r; , 03,
aidis=5 3 ( T -)d.r‘d.rj :
- e di qui si deduce che le condizioni
0¥r; 08z,
'D.r; o,

8000 necessarie e, tutte insieme, sufficients per la rigidita. Quindi, integrando,

0%y = ;4 Wy Ty + Wy Ty F-+++ - W T,y

dove w;,+ w,=0. Adunque ogni moto rigido infinitesimo risulta da una
traslazione (a,,a,,...,a,) e da una rofazione, scomponentesi in '/,% (n — 1)
rotazioni parallele ai piani coordinati, in modo che, per ciascuna rotazione
componente, ogni punto del sistema si maove in un piano parallelo ad un
piano coordinato, ed in esso subisce una rotazione w,,, computata da z, verso
;. Cid premesso, il sistema delle n rette principali si consideri come rigido,
e se ne studii il passaggio dalla posizione che occupa in un punto M a quella
che prende in un punto infinitamente prossimo M'. La (n — ¢ 1)-normale
principale z; rimane perpendicolare ad n — ¢ elementi consecutivi, e perd
deve muoversi nello spazio normale, ad ¢ dimensioni, z,2,....7,2,,,, cui son
perpendicolari i rimanenti assi 2;,,,%;,4,...,%,. Ne segue w,,=0 per

i>1 , j=i42,i43,....,n.
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Osservando poi che w,;=—w,, si pud aggiungere che w;,;=0 per

Jg>1 , i=j42,;48,....,n.
Quindi, riassumendo, & w;,=0 per
i>1 , j=2,8,...,i—8,i—2,i,i+2,i4+3,...,n—1,n.

Quanto ad z, & chiaro che, dovendo rimanere perpendicolare a tutte le plu-
rinormali, non pud uscire dal piano osculatore 2,z,: sia ¢, 1'angolo di cui
ruota verso z,. Si ha

O, €, Wy =0y =...=0, =0,

W, =—E , Wy=O=..=w, =0.

Ed ora siano ¢,_,,¢,_4,...,¢ gli angoli di cui ruotano z,,2,,...,2,_, verso
Zgy%4s ++y &, Tispettivamente, dimodochs

Oiag 8= 04,10 = Cpjrq +

I1 sistema rigido individuato dalle » rette principali subisce dunque, nel
passaggio da M ad M/, oltre alla traslazione ds lungo z,, la rotazione de-
finita dagli angoli w testé determinati. Quando il punto (z,,z,,...,2,), in-
vece di essere invariabilmente legato alle n rette, subisce rispetto ad esse
lo spostamento (dz, ,dx,,...,dz,), le componenti del suo spostamento asso-
luto nello spazio sono, in virtit delle formole dimostrate in principio e degli
ultimi risultati ottenuti,

dx, =dr,—e¢,x,+ds , dry=—=dr,—c¢,_, &y, dx,=dz,-}e,x, 45y, , ,

8${=dmi+sn-1nzi—i_su-iﬂ T; (i=3’4a---’ n_l) .
Ora queste, divise per le (14), sono appunto le formole fondamentali.

6. Passiamo a far vedere come si estendano facilmente agli spazii lineari
con pill di due dimensioni i principii dell’analisi baricentrica (VII, 1). In uno
spazio lineare ad » dimensioni fissiamo i punti A,,A,,...,A,,,, che si pos-
sono considerare come vertici del pitt semplice ente poliedrico ad # dimen-
sioni, al quale, seguendo Stringham, daremo il nome di (n - 1)-edroide
n?°, Siano zy, %y, ..., 2;, 16 coordinate di A; rispetto agli assi mobili. Un
punto qualunque M si pud sempre supporre definito nello spazio come bari-
centro d’un certo sistema di % -1 masse (coordinate baricentriche), appli-
cate ai vertici dell’ (#-}-1)-edroide fondamentale, e soddisfacenti alla re-

lazione
Bttt pa =1,

dimodochs le sue coordinate cartesiane, relative ad un sistema qualunque di
assi ortogonali, sono date dalla formola

"'"h=l"v"7u+l"a"?u+' co Pt Tpatyn o
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Intanto si ha identicamente

ned . t=n+1 f=n+d f=n+i .
D@ — zp)dpdp, =23 dp,. Y, z",‘dm—2( h ""adl’-t) .
6HJ =1 =t =1

11 secondo membro si riduce, in virth delle precedenti uguaglianze, a —2dz,*.
e perd, se si fa £k=1,2,8,..,n, si ottiene, sommando,
ned

1
dst=— —2-‘21a:’dp‘dpj s

dove a,, rappresenta la lunghezza del lato A;A,, vale a dire che si & posto
a:_,: (@4 _'"”Ji)' + (24— w,,)' + (@ — wjn)' .

Se, per esempio, le coordinate p sono date in funzione d'un parametro ¢,
che, se si vuole, rappresenta il tempo, la formola precedente ci dard su-
bito la espressione del quadrato della velocita:

n+d
5 Ya! (15)

= =1 .
2 &% dr a

7. Consideriamo il determinante wronskiano

B O R o
W - p’ 1 -d_s dS’ s d sn ]
dp,  d'py d™,

b+ 35 a8 U@

dp’nﬂ d’p',.u d‘p’nol
et Tgs Tde T Tae

e moltiplichiamolo per la costante

Al
a'=|1 x, Tyg o0 Ty, s
1z, Lyy oo Ty,
1 wmi,i $ml,! ¢ xnvl,n

che si pu¢ far dipendere dalle sole a,,, perché si trova

(—2a)'=—-10 1 1 A |
1 “:’1 a:, cee “:,-m
1 ay Gy ... G
1 ao’um “:ﬂ.a vee a:mnu

con facili trasformazioni, che non & necessario qui riprodurre, come & inutile
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(]
dimostrare che a™:n! misura la capaciti dell'(n-}1)-edroide fondamentale.
Intanto dall'accennata moltiplicazione risulta il valore di a"W sotto forma
d’un determinante dell’ordine %™, il cui elemento generale &
n+d d‘].l.
a" j= 2 T Aj -(_i;‘i .
1

Cio premesso, applicando le formole fondamentali ai punti A, si ottiene

dz x dz, z dz, X z
oo Te_y, Ba_Ze | B (% Ter),

ds ~ p, T Tds T, Py Pa

n--1
oy Foyer _ Tugoy
ds pn—_hi Pn—j#’

e da queste risultano le altre

(=38,4,...,n—1)

__doy oy, _doy Gy - d%i Gy |, Ou
Oisa0 = E“— -P: v Opug e ™ E s ] cid,n _ —ds—‘l"'—p‘—"'l- E )
da, Gy G ;s .
Tivt, s = d;’ himt _ hiv (/=38,4,...,n—1) (18)

Pn—j +3 Pn—j +1

per mezzo delle quali, conosciuta la prima colonna del determinante a*W,
si possono calcolare tutte le altre. Del resto una prima derivazione delle
uguaglianze di definizione

f=n+d
3 may=0 (j=1,2,8,...,n)
i=t
mostra che
oy=1 , G,=0,=:..=0,,=0;
poi le (16) danno
Oy = 0gy=0gy="r:+ =0y, =0 , °'s,n=":§
quindi !
aaa=—ﬁ y O3 =0g=r-=0, ,=0,
1 d 1
Com-1= "

Cn=5— 3}
PsPs 7T s o’
ecc. Si prevede che dev’essere

o,=0 per 25;Sn—it1. (17

Ammesso che cid sia vero fino ad un certo valore dell’indice 3, & facile di-
mostrare che sussiste quando si cambia ¢ in 7+ 1. Risulta infatti dalle
formole (16) e (17) che
Gy =— 2 por 2SjSm—it1, (18)
n—j+14
30
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dimodochs, osservando (17), si ha
C4u1,; =0 per 2<;jSn—1,

e questa & appunto la (17), in cui si & sostituito 441 ad ¢. Dunque

a'W=]| 1 0 0 ... 0 0 0 ,
0 0 0 .0 0 Oy
Ca 0 0 ... 0 Osn—t  Osn
T 0 0 * Oun-s Tgnt Ty
Gty O Onet,3 ' Tp_tn-g Tpetynet Tn—g,n
Tt Tua T3 * s Tpny T
ciod .
a"W=(—1)F e, 2,198,114 g oo Ou,a » (19)

D'altra parte la formola (18) da, per j =n—i41,

ci n—i+%
Oiat =l — _’_P_ ’
]
e da questa si deduce

(=1
PiPePy-- Py

Portando finalmente in (19) questo risultato si giunge alla seguente notevole
formola:

cﬁ(,n-bl =

n n-1 _n-2 n-3 _—
ae e, e P W=1 (20)

8. L'ultima formola ci d& sempre una relazione fra le  — 1 curvature
d’'una data curva, e ne occorrono altre s —2 per potere stabilire le equa-
zioni intrinseche della curva stessa. B chiaro che la relazione (20) basta nel
caso d’'una curva piana: allora 'equazione intrinseca domandata si ottiene
eliminando ¢ fra le uguaglianze

apW=1 , s= [ xdt,

nelle quali si sard prima pensato a sostituire x e W in funzione di ¢ me-
diante la formola (15) e I'altra

d| d? a
maln, % G G
dpy,  d'p, d”p,

7 I T

dp:m:i' d’ p’mi dn""nﬂ

Pat gy e "7 Tar
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facile conseguénza della definizione di W. Per le linee dello spazio lineare a
tre dimensioni si ottiene fra le due curvature la relazione

aptrW=1, (£3))
e ne occorre un'altra. Per trovarla si consideri la matrice wronskiana

M dp, d’p, dPp, d &y
1 ds ds* ds® ds'
e e e e e (22)
L Ew P
‘ ds dst ds®  dst

che diventa W quando vi si sopprime I'ultima colonna, e % quando si

sopprime la penultima. Sia inoltre W’ il determinante ottenuto sopprimen-
do invece la seconda colonna, determinante che si-pud facilmente calcolare
in funzione di #, perché si ha, in virtd d’'una proprietd generale dei wron-
skiani,

ds d's d dis

di dA df  dd

b, W Pa Bp Ay

' dt de  de di

wa':_ 0

p, M Tu Epy diy
Code dif de de
Affinché coesistano le uguaglianze

arp,
21”:“‘{: =0 za:“——_l ) 2“’;: ‘dsTp.":O ,
a3 1 a 3d
T T R N L

nelle quali ¢ va da 1 a 4, bisogna che il determinante formato aggregando
alla matrice (22) la linea

1 3dp
0,1,0, —? ’ ?'Jg
sia nullo, ciod che si abbia
d
3 ' (n3
PW=_(W), (23)
d’ onde si trae
l, éw*fww Sxat , @24)

purché non sia nullo W o W'. Quando a x,W,W’ si sostituiscono le loro
espressioni in funzione di #, l'ultima formola fa conoscere p, poi dalla (21)
8i ricava 7. Del resto alla (24) si perviene anche con un procedlmento ana-
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logo a quello che ci ha fornito la (21). Moltiplicando infatti fra loro i deter-
minanti a® ¢ W’ si ottiene

dp
S AW — - P
@' W T dsr’

e da questa formola si ricade sulla (23) eliminandone r per mezzo di (21).
Inoltre si vede che in W’'=0 sta la condizione necessaria e sufficiente per-
chd la curva sia un’elica, mentre W=0. & la condizione perch la curva sia
piana. Il lettore potra, come esercizio, applicare le formole precedenti allo
studio della potenziale tetraedrica (cfr. VII, 20).

XVIL IPERSPAZIL

1. Consideriamo una linea d’uno spazio curvo ad # dimensioni, immerso
in uno spazio lineare, e ricordiamo che, in virtu delle formole fondamentali
stabilite nel capitolo precedente, le coordinate d'un punto fisso rispetto alle
n--1 rette principali della curva sono tali funzioni dell’arco, che le loro de-
rivate si esprimono linearmente nelle coordinate stesse. B chiaro che que-
sta proprietd si conserva quando le # rette normali, rigidamente collegate,
ruotano nel loro spazio finché una di esse diventa normale allo spazio cur-
vo considerato. Se in questo immaginiamo »—1 curve, tangenti alle altre
n—1 rette, potremo scrivere, chiamando z,,%,,%,,...,2, le coordinate del

punto fisso,

oz ) ~
_i zAuzn — €y 1

dove ¢, & 1 0 0 secondo che § =5 0 524. Fra breve si vedra che gli n(n+-1)*
coefficienti A si riducono a soli '/,# (8% — 1) linearmente indipendenti, e che
fra questi e le loro derivate sussistono !/,% (# —1) (5% — 1) relazioni sostan-
zialmente diverse, analoghe alle formole stabilite da Codazzi per le su-
perficie.

2. Teorema di Dupin. Innanzi tutto si noti che le formole (1) sus-
sistono, con ¢,, sempre nullo, quando le z hanno il significato di coseni di-
rettori, nel qual caso si deve avere identicamente

Lo 1": ‘”: .
. d. m°bs + ibs + !b + + nb 0
quindi
At AR=0, @



— 287 —
ed in particolare A:’:O. D’altra parte si ottiene, derivando (1),

b"”» IR o
3s,0s, g Os; & +;,2,,.A“ AinTn = Ay ®
poi, per z,=2,=...=2,=0,
b‘ri —_ b xh ()
b—sj'—— efj L] DS‘DS Ahj .

Cio premesso, la condizione d’ integrabilita
¥z, O'x, _dlogQ, oz, dlog Q,dr,

25,08, bsjbs‘ ds, s, 0s; Os; )
diventa
(¢ ) 0logQ, dlogQ
Au—Ahj_ xé b ! — &y bs‘ 1 ’
ed in particolare, per k=1,
0 0 log Q‘
=— ()
Ay s,
Supponendo invece %k diverso da 7 e da j si ottiene
5) (f)
A=A, . 8)

Finalmente le formole (2) e (6), adoperate alternativamente, danno

* > GG, 7 *
Ay=—Ag=— A, =Ay=Ay=—Ap=—A4y .

Ne risulta

A%
Ai;=0 ™)
sempre che #,5,% siano diversi fra loro e diversi da zero. Questa uguaglian-
za & l'espressione generalizzata del teorema di Dupin negli iperspazii, per-
che si & visto precedentemente ()b{V , 12) che il detto teorema si deve appunto
all’indipendenza dei quoznentx ¥ dalle z con indice non nullo, diverso da

i e da j; e si vedra fra breve che anche il significato geometrico dell’e-
guaglianza (7) & la naturale estensione di quello gia trovato negli spazii
a tre dimensioni.

3. Se si fa k=0, e se si pone Arz_‘gu. si pud soltanto asserire, in
virtl di (6), che &, = F,,. Noi rappresenteremo inoltre & con — Ny;, ed
A:‘j’ con —G,,, dimodochd si avra, secondo la (5),

blogQ;
@m— 2):, T (8)

Cosi'dei coefficienti A restano soltanto quelli che sono stati indicati con
%u%n%a' ----- » 0 @hvgu*Qna gan@.ma(?tm '''' ) 0 %“,‘8,,,-8”, ---- ’
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e che noi chiameremo rispettivamente curvature normali, curvalure geode-
tiche e torsioni geodetiche. Adunque, riassumendo, non cessiamo di tener
presente che ogni coefficiente A cambia segno quando se ne traspongono gli
indici inferiori, e che le curvature normali, le torsioni e le curvature geode-
tiche si esprimono nel seguente modo :
) ) )
o, =4y %U_?;‘_A ’ (gtj=Ajt .

In ogni altro caso A=0. Avvertiamo inoltre che talvolta lasceremo, per co-
modita di scrittura, — B, al posto di S;, e §,; invece di 0.

4. Formole di Codazzi. Ora, osservando (8), la condizione (4) si

cambia in
(5 +<%ﬁ)b”* (a +6,)32

per trasformarsi poi, mercé le (3), in una relazione lineare fra le x, che si
scinde nelle seguenti condizioni

(') (6] [ (J) 0 (®
(35, o)A (s‘+@},‘)A.,—2(A£m A, (®)

necessarie e sufficienti per Vesistenza delle funzioni x. Quando ciascuno dei
numeri ¢,j,%,0 si suppone positivo e diverso dagli altri tre, il primo mem-
bro & nullo, in virtu di (7), e si ottiene

BB, — T, B, =0 (10)

13 jl

Questa eguaglianza permette di esprimere '/,n(n — 3) coefficienti & me-
diante gli altri s, e cosi il numero dei coefficienti A, ai quali si pud arbitra-
riamente assegnare il valore in un punto, si trova ridotto ad % (n 4 1) per
n> 2. La (9) &, per cosi dire, la formola universale di Codazsi, dalla quale
si deducono altri gruppi di formole, secondo il vario significato dei coeffi-
cienti A. Quando uno degli indici %,7 si suppone nullo, e I'altro diverso da
t e da 7, la formola (9) da

28 %
- bsi:é ﬂ‘ + gu QU jk gjt + ?;0‘ (Qik - @J'!h) =0. (2)

Se invece 1’ indice non nullo si pone uguale ad ¢ o ad j, si ottiene
-t

2, + s, >y +2%,G,; +2 B %+2 B Gu= (50— F6) G -

fe1

8

Ora facciamo k=1,l=j. In questa ipotesi la formola (9) diventa

%?IJ bgﬁ + @,, + @j{ +2 gﬂ@jg -?;u %‘%’ . (T)

Se finalmente supponiamo che uno solo dei numeri positivi %, sia uguale
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ad ¢ oad j, troviamo

2@ €8, =%, +T,T
bs;k l (‘9‘h —_— jk) (7 R i Z ik ik Fil (8)
ed anche

d
b_?:i +(Gy— Gi)Gu= T, T+ T, T, 5

ma quest’ ultima formola non differisce dalla precedente, perchs (¢fr. XV, 3)
vi & identitd, in virth di (8), fra i primi membri. Le formole del gruppo (),
come quelle del gruppo («), si distribuiscono in !/;n (s —1) (n—2) terne;
ma ogni terna di (&) racchiude due sole formole sostanzialmente diverse. I
gruppi (B) e (v) contengono evidentemente # (n—1) ed '/, n(n—1) formole,
dimodochs si hanno in tutto

fen(n—1)(n—2)+*/yn(n—1)="/sn(n—1) (5n—1)

relazioni, analoghe alle formole di Codazzi, negli spazii curvi ad #» dimen-
sioni.

5. Fondamentale nello studio intrinseco di questi spazii & la forma qua-
dratica
¢=%1‘”1’+ %awa""‘ .. "‘261:"’71"":— v

9

alle cui derivate parziali prime sono proporzionali le derivate di z,, in virta
delle (1). Qui & utile osservare la forma semplicissima che queste relazioni
assumono in seguito alla determinazione dei coefficienti A, fatta nel §3.
Si ha

dz; < o0z,

3;_—_%{‘”0_2 gijwj— 1 ’ 'b‘g =—(€u“’o+ gij”i .

1

La discussione di ® conduce al teorema di Eulero ed alla nozione dei siste-
mi di curvatura, caratterizzati dalle condizioni ©=0. Poi, se supponiamo
scritte le condizioni d’ immobilita in uno degli spazii ad » —1 dimensioni,

appartenente al sistema detinito nel dato spazio curvo da una funzione g;, ci
accorgiamo subito che le &, relative al predetto spazio g, non differiscono

dai coefficienti Ag’, dimodoché, quando gli » spazii g, vengono associati
per costituire lo spazio curvo considerato, 'eguaglianza (7) ci dice che tutte
le loro & sono nulle, ciod gli spazii stessi debbono necessariamente interse-
carsi secondo ¢ loro sistems di curvatura. Finalmente la discussione di ¢ con-
duce anche a considerare n curvature principali, il cui prodotto K, uguale
al discriminante di ®, pud servire a misurare la curvatura totale. Le formole
() e (3), insieme alle (10), forniscono poi i valori di tutti i minori quadratici
di K, e perd si pud dire che la curvatura totale dipende unicamente dalle cur-
vature geodetiche e dalle loro variazioni. Ancora si noti che, nel caso d’uno
spazio lineare, svanisce identicamente la funzione &, e le formole di Codazzi
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si riducono (cfr. XV, 15) ad */,n(%—1)* condizioni necessarse e sufficients per
la linearitd dello spazio ad n dimensions.

6. Applichiamo le formole precedenti allo studio delle deformazio -
ni infinitesime degli iperspazii. Un punto M d’uno spazio carvo ad n
dimensioni, immerso in uno spazio lineare con una dimensione di pid, si spo-
sti infinitamente poco in questo spazio: siano w,,u,,4%,,...,4, le sue coordi-
nate, nella nuova posizione M/, rispetto agli aesi mobili, di origine M, scelti
nel modo precedentemente descritto, e si ponga

-'b?j—zAu . an

0
Le formole fondamentali mostrano subito che, quando M percorre il segmen-
to infinitesimo ds; sull’asse 4, le coordinate del punto M’ variano di
uuds; , wuyds; | uguds; , ..., (ug+1)ds; , ..., v, ds;;

quindi, pit generalmente, se il punto M si muove nella direzione definita dai
coseni &, ,a,,...,a, nello spazio lineare tangente, descrivendo il segmento ds,
le coordinate di M’ subiscono le variazioni

(o4 2 oy u,;)ds (12)

e perd, quadrando e sommando, si trova che il segmento percorso da M &
ds'= (14 0)ds, dove, a prescindere da infinitesimi superiori, si ha
0 =2a‘ Byt .
1,5

In particolare le w; rappresentano gli allungamenti unitarii secondo gli
assi, e la considerazione dell’ elemento solido costruito sugli spigoli ds,,
ds,,...,ds, mostra che u,;+4u,, & lo scorrimento angolare mutuo degli assi 3
e j, e che la dilatazione solida unitaria &

6=“u+"u+“as+"'+“m ’

ciog, in virta di (11),
6= 2( +gt)u _uoz%s ’ (13)
dove ©; rappresenta la somma di tutte le & che hanno il secondo indice u-

guale ad 4.

7. I coseni direttori della tangente alla trajettoria di M’ si ottengono e-
videntemente moltiplicando per 1—0 le quantitad (12), divise per ds. Essi
hanno dunque i valori

o — 0o+ Poyu, . (14)
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All’incremento cosi subito da o; si pud intanto dar la forma
2% oy (00 Uy — 042y ) = 00, Wy - By g - oo -, 0,
Jrk

ponendo

0= 3 o0, (o % — )

1
e, poiché w,;=—w,,, 8i vede che la direzione (a,,a,,...,a,) subisce nello
spazio lineare tangente la rotazione definita appunto (XVI, 5) dalla matrice
emisimmetrica

0 Wy Wy ©y,
w,, 0 Wy W,,,
wnl wnt wnl 0

In particolare gli assi ¢ e j ruotano, nel loro piano, di —u, ed %, e si rico-
nosce cosi, ancora una volta, che #; -, rappresenta lo scorrimento ango-
lare mutuo degli assi stessi. Intanto, poiché 2 & generalmente riducibile a
forma canonica in un modo solo, avviene in generale che un sol sistema or-
togonale di assi si conserva ortogonale nella deformazione, dimodochd una
coppia qualunque (¢,7) di tali assi ruota rigidamente, nel proprio piano, di
un angolo w;;=—w;="/,(u; — ;). Siccome poi la quantitd ¥;,=1,—u,
& invariante ortogonale della forma w,,, si vede facilmente che le Y, rappre-
sentano in ogni caso le doppie componenti della rotazione geodetica. Ed ora,
per le (11), si ha

d d
= (b_s; + gu) Uy — (’a;“ + gj{) Uy (15)
Qui si noti che, in virtl della condizione d’ integrabilita
d d d d
(&; + @u) E T (‘b?‘ + gji) %, (18)

le Y si annullano tutte nelle deformazioni potenziali dello spazio in 88, ciod
quando lo spostamento ¢ tangenziale ed ha per componenti i quozienti dif-
ferenziali d’una funzione u rispetto agli assi tangenti. Allora dalle (13) si
ha pure ©=A’u, giacché con questi nostri simboli la formola di Lamé, che
serve ad esprimere il parametro differenziale secondo, si scrive (¢fr. XV, 7)
nel seguente modo:

n

At:;(b%_l_ @1‘)%‘- .

8. Passiamo alla scelta degli assi nello spazio deformato. Come asse 0
prenderemo sempre la normale allo spazio stesso, e sceglieremo gli altri in
posizioni infinitamente poco diverse da quelle che vanno ad occupare, in se-

3l
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guito alla deformazione, i primitivi assi tangenti. Cosi, per asse ¢+ ammette-
remo provvisoriamente che sia lecito assumere la retta definita nel primitivo
spazio lineare tangente dai coseni

| 1 per j=¢,
a,: . .
] —Ug > J Zl ’
considerata nella posizione che occupa dopo la deformazione. Allora, osser-

vando le espressioni (13), si trova che i coseni direttori dei nuovi assi tan-
genti sono dati dal quadro

amn

%, 0 0 ... 1
e pero i coseni direttori del nuovo asse normale sono
1 —wuy —uyy oo —tg, .

Ne segue che, nel passaggio dall’'antico al nuovo sistema, le coordinate x su-
biscono le variazioni

i Dy = —u; - uy 1, (18)
per >0, e

Dey=—u, —2 Ugi Ly (19)
1
1 poi facile esprimere i nuovi quozienti differenziali merca gli antichi, poi-
chd si ha manifestamente

0 o O
'b—g—(l—n);“i b?; ’

ed in particolare, se si fa 1'ipotesi (17), il primo membro diventa il simbolo
del quoziente differenziale relativo al nuovo asse 7, mentre il secondo mem-
bro si riduce a

0 0 < b}
(1 —uy) (D.; + %, D; - El“ﬁ‘b;j) .
Dunque

d D o 0
N7 =5 —%iT
Ds i Dsi ; 5 bS 5
e perd le variazioni prodotte dalla deformazione nei primitivi quozienti dif-

ferenziali son date dalla formola

S¢

0 0 < 0
D b‘;“— b——D —;uﬁs.;‘; . (20)
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9. Cid premesso, per calcolare le variazioni che le curvature subiscono
in seguito alla deformazione, bastera applicare ’ultima formola alle relazio-
ni (1). Si otterra subito

5 ) o, 0
E(A(tn)D-tn'FthAu)—"—‘D-”i 2 T v I‘ H

quindi, supponendo 7> 0 ed invocando le formole (18) e (19),

(k)

- & du )
Zz,DA n=|, °‘+2(A ‘u”—A‘,‘uu)]x,
0

0, ) )
+z (Agategs— Agyty, “'2 Apty,)T, . (1)

1

Ne segue, eguagliando fra loro i coefficienti di z,, e supponendo inoltre 1=j,

My | <
D, = —b._e:i + (Gyteo; + Biyuy)
1
Invece per i%i 8i ottiene
duy; <
D gfj': — —b—sg; + gji LY} —"E Bhi Uy 5
1
ma & chiaro che si deve potere scrivere anche

Ouy,

D Eu——_— + Gy o —‘2 Tasthn -
Eguagliando poi fra loro i coeficienti di z; si trova
DG =Gy — Gyuy — Byuu— To,u,, .
10. L identita fra le due espressioni trovate per D&, si stabilisce di-

rettamente applicando ad %, la condizione (16). Questa, applicata pill ge-
neralmente ad #,, da

h) i
(‘5;; + @4;)";{ ( + @jt) Up; = z (A:) Uy — Aju)“u) (22)
tenendo conto delle relazioni (9). Per k=0 si ottiene
d d .
(Bs—j + @1‘1) Uoy — (‘bT + @;s) LY =2 (Ekj Upi— ’Eu “hj) .
t 1

Invece, per k=1,

d d S
(-D—s- + @‘,) Uy — (-DT + gj‘) Uy = Guuy— By uy — Do,y +- zgu Uypj
] i 1

Finalmente, quando #,j,% si suppongono diversi fra loro e positivi, si tro-
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vano le relazioni

9 0
(E + G"}ﬂ‘) e (3:; + (3”) o= Gu Yy @,‘ Unt+ Byytha —®a Yoy

0 d
{ (g" + gu) Y —(332 + @a) u;=Gun — Gy rut+ T ptu—TBjua (23)

d d
(‘a}; + 9‘,) Ups— (b_s‘ + @.ﬁ) “u.= @n i — G Uy + By thy —Eu Uoi

11. Non sono intanto esaurite le conseguenze dell'identitad (21), perche
bisogna ancora esprimere che i coefficienti nulli restano nulli, e si perviene
cosl, per ogni terna #,5,% di numeri positivi differenti, alla terna di rela-
zioni

‘?n,, Upy— C%,n Uyt ?”u Uor — T;a“oj =0,
G vty — Guting+ Tty — B0 =0, (24)
@Jt U — @u Ui+ cg“ Uo;— <z';h,f“oi': 0.

Queste, che si possono considerare come le condizioni per 1a permanenza del
teorema di Dupin nello spazio deformato, vincolano gli spostamenti median-
te equazioni alle derivate parziali prime, e con cid si viene a scoprire che la
deformasgione fin qui studiata non é, per n>2, la pin generale possibile.
Le formole precedentemente stabilite valgono dunque, in tutta la loro ge-
neralitl, per le sole superficie, ed & facile verificare che, per n=—=2, esse ef-
fettivamente si riducono a quelle che abbiamo dimostrate nel tredicesimo
capitolo. La particolarizzazione constatata per »>>2 & avvenuta in seguito
alla scelta degli assi, giacche (cfr. XV, 4) Uinsieme di tutti gli assi tangents
dello spasio non sempre si pud considerare come costitusto dalle tangents ad
un sistema n™**° ortogonale di curve, ancorchd 1’ orientamento dei prede tti
assi varii in modo continuo insieme alla posizione dell’origine.

12. Altre condizioni restrittive potrebbero forse nascere dalla perma-
nensa della formola universale di Codasei; ma, poiché questa formola si &
ottenuta applicando alle coordinate d’un punto fisso la condizione (16), ba-
sterd indagare se a qualche vincolo si debbano assoggettare gli spostamenti
affinche la detta condizione sussista nello spazio deformato. Ora dalla (20)
si deduce facilmente

> duy D &y »
Do, 05,08, bs‘ bs, 2 Vs, Vs, ; (u“ 35,08, Ty bs‘bs,) !

quindi, se si scambia ¢ con j, e si sottraggono poi 1’una dall'altra le due
uguaglianze, avendo riguardo alle relazioni (16), (22), (24), ed all’altra

Gurat+ Gavut Guy=Guuy + Guun+ Gy uy

conseguenza di ogni terna (24), si perviene ad un’ identitd. Non esistono




— 245 —
dunque, oltre le (24), altre restrizioni da imporre agli spostamenti. Alla me-
desima conclusione saremmo giunti meno rapidamente per via diretta, ciod
calcolando le variazioni che la deformazione apporta nella formola codaz-
ziana; e per mettere in evidenza 1'identitd finale avremmo inoltre dovuto
adoperare opportunamente I’integrazione per parti e qualche altro artificio.

13. Ed ora torniamo allo studio della deformazione generale. La ma-
trice pseudosimmetrica
1 9y 25 o0 7y

sia quella che definisce I'orientamento degli assi nello spazio deformato, ri-
spetto agli assi primitivi. Se 1’ asse 0 si continua ad assumere normale allo
8pazio, sard v,= %y, e le altre !/;n(n—1) quantitd infinitesime v dovran-
no soddisfare a condizioni tali, che valgano ad assicurare 1" esistenza, nello
spazio deformato, d’un n™™ sistema ortogonale di curve, tangenti in ogni
loro punto agli assi 1,2,3,...n. Lasciando per ora arbitrarie le v, le con-
dizioni cercate sorgeranno spontanee dai calcoli che siamo per fare, e si no-
terd che son quelle stesse appunto, che assicurano la permanenza del teo-
rema di Dupin nello spazio deformato. Prima osserviamo che la direzione

definita dai coseni
1 per j=1¢

—uytv; » J'§"

& portata dalla deformazione a coincidere con quella del nuovo asse 7. In-

fatti dalle espressioni (14) si vede che, per effetto della deformazione, i detti
coseni acquistano i valori '

aj=

1 per j=7¢

vy > § 7.

Dunque il nuovo quoziente differenziale, relativo all’asse ¢, si esprime nel
seguente modo:

(A—uy)otu,=

Q. 0 d 0« d
(1—“tx);°‘,¢$}—(1—“u) <DT,‘+“ﬁE;—;(“n—”n) E) .

Quindi alla (20) bisogna ora sostituire

2 D < P}
Dﬁg_b—s‘n—g(uﬂ— v,,.)m; ] (25)

Similmente, invece di (18) e (19),

n
Dz;=—u;— Y vz, .
0
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14. Se, giovandosi delle formole precedenti, si fa variar tutto nelle con-
dizioni d’immobilita, si ottiene una relazione lineare fra le coordinate z,
che per I’ arbitrarietd di queste si scinde e da

w___ T o
DAj= ‘“E _2 Au (% —vy) — 2 (Ao —Anvy) - (26)
0

Ricordando che per ogni terna ¢,j,k di numeri positivi differenti si deve

avere N J)

Ap=0 , DA,=0,
8i trovano le condizioni

T2+ (G — Gu)ow— (G Gl

+ Gy — Guuy+ B, tho — ’G‘E‘uw= 0,
b”"‘ Y (G — Gty — (Gu— G

+ Cj}“uu — Guuy+ Bﬁu“ — B uuy=0,
4+ (Gu— G — (S — G

+ C‘}ﬁuﬂ—— Gt + Bptty;— B uu =0,

alle quali 8i pud anche, in virtd delle (23), dar la forma notevolmente sem-
plice

(7

(—:3—1. +Gu— @iu) (% —vy5) =( ;TJ +8,— @“) (% —v5)

(533—‘ +Gu— @,-s)(“n - ”n):('ai: 1 Ga— @ﬂ> (uy; —v;) (28)

|

\ ls'*" Gy — @u (U —3)= ‘bs—. + c?fji — G (ur;—my;) -
\\0s, 0s; .

Queste ultime sono notevoli anche perchd, grazie all’ identita
d d
(_D_;,; + gjh) gfj = 5;{ + @hj) @u )

sono soddisfatte quando ad ogni u,; — v, si sostituisce @,,. Con calcoli al-
quanto prolissi, ma che non offrono difficoltd di sorta, si verifica poi che le
(27) sono integrabili; e d’altra parte, giovandosi della formola

ot o D D(uu—vu) d

3505, 05,05, 4 Js; s,

o 0! I
- 2 [(“u—' ) bs_,,b}, + (uy; —4y) m] '
1 .

facile conseguenza della (25), si riconosce che la condizione d’integrabilitd
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(16), e conseguentemente la formola universale di Codazzi, sussistono nello
spazio deformato, quando siano soddisfatte le (27): a queste sole condizion:
va dunque subordinata la scelia delle v. Trovato un sistema qualunque di
funzioni v, soddisfacenti alle (27), la formola (26) condurra poi rapidamente
alla conoscenza delle alterazioni prodotte dalla deformazione nelle varie
curvature:

b " n
Do, = *BZ:! + Z (Gsto; + Tyyus) + 22 Bisvis
1 1

du ; n ‘ n
D?;u=—’5sij + Giitho;— X Bty — N (Binvin+ Bavp)
1 1

. b n
DG, = Gjuy;— Gyyuy— Byyuy — Fo,u,; + (Ej + @ﬁ)”u'— 2%z
' 1

Queste formole si possono in varie guise trasformare mercé le (22), ed & par-
ticolarmente notevole la seguente trasformazione dell’ultima :

du, P >
D@U = D%;‘— (b_s' + gjt) (w4 —vy) — ; C (s —vag) - (29)

15. Teorema di Beez. Quando lo spazio si suppone énestendibile,
dovendo allora essere identicamente nulla la forma 0, le funzioni % godono,
come le v, della proprietd u;=— u,;, e conseguentemente, se %> 2, si pud
prendere v=u, percheé, soddisfatte le (28), le condizioni (27) si riducono ne-
cessariamente alle (23). Scelte in tal modo le v, si vede subito, per le cose
dette nel § 13, che i nuovi assi si trovano nelle posizioni che gli antichi (ar-
bitrarii) vanno ad occupare in seguito alla deformazione, e perd al segno D
si pud (cfr. XIII, 6) sostituire (. Adunque, come nelle deformazioni delle
superficie inestendibili, ogni sistema ortogonale di assi resta ortogonale; ma,
per #>>2, cid non ha nulla di strano, perché in realta lo spazio non st de-
forma. Infatti dalla (29) si ha subito (@;;=0, vale a dire che le curva-
ture geodetiche non variano; ed allora, in virti dei gruppi (y) e (3) delle
formole di Codazzi, si vede, osservando (25), che rimangono inalterate anche
le curvature normali e le torsioni geodetiche, giacché per ogni terna di va-
lori attribuiti ad 4,7, %, si conservano invariate sei funzioni, tra loro (in ge-
nerale) indipendenti, delle sei curvature 9%,,J,,..., 8, ciot T, T, +
BB, » T, 0, —T),, o lo altre analoghe. Restano dunque inalterate
tutte le curvature, e si scopre cosi un fatto importante, segnalato da Beez,
e messo poi in maggior evidenza da Ricci, ciod 'impossibilita di de-
formare uno spazgio inestendibile a pit di due dimensioni. Mentre un
filo inestendibile si pué flettere fino a dargli una forma arbitrariamente pre-
stabilita, gia si & visto (X[, 25) che una superficie inestendibile non pud as-
sumere, flettendosi, una forma qualunque, ed ora dal teorema di Beez ap-
prendiamo che basta rendere inestendibile uno spazio a tre o piit dimensioni
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per determinarne la completa rigidit, vale a dire per impedirne qualunque
cambiamento di forma; e cosi tutto avviene come se il crescente numero
delle dimensioni tendesse a distruggere la flessibilitd dello spazio. Inoltre
I'analisi precedente ci rivela che 1'impossibilita scoperta da Beez si deve

in gran parte all’obbligo ((DA(3=0) che lo spazio ha di deformarsi in guisa
che gli spazii inferiori che lo costituiscono non cessino d’intersecarsi nel
modo prescritto dal teorema di Dupin, come se da questo derivasse tale una
rigidita nella struttura geometrica dello spazio, che non sia possibile provo-
carne una deformazione, senza che gli spazii costituenti si estendano o si
contraggano. Eccezionalmente cessa tale rigiditd quando, essendo nulli nel
determinante K tutti i minori principali del terzo ordine, che racchiudono
uno o due dati elementi principali, possono variare una o pilt curvature nor-
mali e torsioni geodetiche; e questa restituzione di flessibilitd & proprio do-
vuta alla libertd maggiore con cui lo spazio, a motivo della parziale o totale
indeterminatezza dei suoi sistemi di curvatura, pud soddisfare al teorema
di Dupin.

16. Affinché non resti alcun dubbio sulla precedente dimostrazione del
teorema di Beez vogliamo ancora far vedere che, guando non variano le cur-
vature, lo spazio non fa che spostarsi rigidamente. Assumiamo un sistema
ortogonale di assi immobili: siano a;,a,,...,a,, i coseni direttori dell’asse
%, ed Zg.%,,...,2, le coordinate dell'origine. Dal § 7 si rileva che, nell’ ipo-
tesi dell’inestendibilita, le ,, sono appunto le componenti della rotazione,
come le %; sono le componenti della traslazione. Siano v, e v; le analoghe
quantitd relative agli assi immobili, e per calcolarle osserviamo che le va-
riazioni delle coordinate

E,|.=—2 oz,

di M, rispetto agli assi immobili, hanno evidentemente i valori Za,u,, e
d’altra parte si debbono potere esprimere mediante le v e le & nel seguen-
te modo:

o+ Moy €= a,u, . (30)
Basta scambiare fra loro i due sistemi di assi per vedere che si ha pure
w+2%@=2%%,
e per dedurne la prima delle formole
o=, u+ N u,z, Vi = X, U Oty (31)

alla seconda si perviene sostituendo v, in (30) e paragonando fra loro i coef-
ficienti di &, dopo avere osservato che

— \ 5
wi__zd'ji%j .
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Cid premesso, deriviamo la seconda formola (31) tenendo conto delle condi-
zioni d’immobilita:
)
“—“— z lka’_ﬂ 3 +z (Ahma(maﬁ'l-Alm ajmaik)ukl .

Se nella prima parte della seconda somma si scambia % con , e nella se-
conda parte ! con m, si pud anche scrivere

) bu ) W)
O_s,‘,j- =§ T Gg e + z (Apm ¥im— Am“m)] H

e poiché dalla (26) si ha, per espnmere I'invariabilita di tutte le curvature,

bu v
~H= z (Ax:. Yrm — Alm“zm) ’
si vede che
bou vy vy
bs, , -DT’_O,...,D—S”_O,

ciod futte le v;; somo costanti. Similmente si trova, tenendo presenti le (11),

ds, Z “u“r—z oty + X An(“u"r" Biyty)
g
ed & chiaro che I'ultima somma & nulla, perchd gli elementi che corrispon~
dono alle disposizioni j% e kj degli indici sono uguali ed a segni opposti. In-
tanto si ha

0
o, ;"uiJ:g“ﬁ“u +§“v“ﬂ .

Dunque la derivazione della (30) ci da

Qv v, v,
3,0 D—S’_O,...,X,—-_O

e perd anche le v, sono tutte costanti. B dunque vero che lo spazio non fa
che spostarsi rigidamente, in modo ciod che tutti i suoi punti subiscono la
stessa traslazione (v,,v,,...,9,) @ la stessa rotazione, definita dalle co-
stanti v,.



NOTE VARIE

Sull’uso dei numeri di Grassmann.

L’uso dei numer: alternati conferisce una forma assai precisa ed elegante
ai calcoli ed ai risultati dell’analisi intrinseca delle superficie, e permette, in par-
ticolare, di compendiare in una sola le tre formole di Codazzi. Alle note condi-
zioni (XI, 3) necessarie e sufficienti per I'immobilita del punto (x,y,2) si puo
dar la forma

i%:ig.iw +%8.jy +iP0.ks—i

. d . . .
]%:k@.lx +j9.jy +i% ks 1)

«
k%‘:j%.w-;-iz;.jy +kG.ks

convenendo che le uniti i,j,k abbiano i quadrati nulli, e che inoltre siano sod-
disfatte le condizioni

i=jk=—k , j=ki=—ik , k=ij=—ji. @)
Ora le (1) si possono compendiare, sommandole, nell’'unica formola
dan .
(.E —wll—i N (3)

in cui compariscono soltanto i vettori
O=iztjytks , 0=iT4j9 kG .

Cosi la derivazione rispetto all’arco si riduce alla semplicissima operazione vetto-
riale, rappresentata dal simbolo w. Importa dunque conoscere 'effetto delle ope-
razioni w®,w?,..,. sulle unita fondamentali.

Conviene osservare, innanzi tutto, che, per le convenzioni (), il prodotto di
tee unita fondamentali & generalmente nullo, tranne quando il secondo o il terzo
fattore soltanto sia uguale al primo, nei quali due casi il prodotto si riduce al ri-
manente fattore, preso rispettivamente col segno cambiato o col proprio segno. In

altri termini
fij=—j , dji=j,..... “)
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Ne segue, se si considerano pil generalmente le operazioni vettoriali

w,=ia, +jb +ke , w,=ia,+js,+ke,,
che ’operazione
w0, =lia,a, +ija,b, 1 ika,c,

+jidiay +-jjb,8, +jkbc,
+ kic,a, + kjc,b,+ kkeye, ,
applicata, per esempio, all'unita i, produce il risultato

ijia,b, 1 ikia,c, 1 jjid,b, -- Kkic,c,

cioé
W i=— i (aa,+ 0,54+ ciy) +w,a, . )
Operando invece sull’'unita scalare si ottiene
ww,=1 j k|. (6)
a, & c, '
a, 5, ¢,

In particolare w?*=—0, ed
wi=—ix"+ 08 , Wj=—j'+0d , vk=—k'+ oG, (7)

dove x rappresenta il modulo di w.

Ora & assai facile trovare le formole per le quali i successivi quozienti diffe-
renziali «,y,z si esprimono linearmente in x,y,z. Infatti, quando si prescinde
dalla variazione delle curvature, la (3) da

an

ds®
e tutto si riduce al calcolo dei risultati dell’operazione w" sulle unita fondamen-
tali. Ed a questi risultati facilmente si perviene mediante le formole (7) e le altre,
evidenti,

="l —ow"'i,

wi=jG -k , wj=kT—i§ , wk=iM—j&, (8)

perchd, se si osserva che il risultato di pit operazioni vettoriali identiche su qua-
lunque scalare & nullo, si ottiene

m"‘".i:(—l)"wix”‘ R mﬁnos.i=(_l)nmgix2n.

In particolare, se si vogliono le formole che fanno conoscere le derivate secon-
de, si ha '

0 . . .
o =izt 0'jy + okz—wi ,

cioe, in virtd di (7) e di (8),
a0

E;.’.-=—(h:‘—[—k@'(g—j@,-{—w(gac—i— Doy 4 Gz) .
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Questa eguaglianza si scinde manifestamente in

%:_f-_-.——x’w—l- B (Ba+ oy 4+ G2) ,

T — — Y+ o (a1 Ty + ) ,
as

Tx=—%2+G(Ba+ Moy + Ga)

Ai secondi membri bisognera poi aggiungere i termini provenienti dalla varia-
zione delle curvatare, ciod

AN  d§ wdﬁ__za_@ d% doe

ds as ' YVa % wm

ZBorm——Y 5

ds y ds

Un'altra notevole conseguenza trarremo dalla formola (5) osservando in pri-

mo luogo che
(0,00, — wg0,) i = wya, —w,a, . (9)

Sia ia 4 jb - ke l'operazione vettoriale equivalente ad w,w, — w,0,, sia cioe
(ia 4 jo + ko) = (w0, — w,w,)0 .
In virta delle (4) si ha
i(w,0,—ww,)i=i{ia+jb-+ ke)i=jb |- ke .

Dungque, osservando la (9),

jo +ke=iwa, —iwa, ,

ketia =ju,b, —ju,b, ,

ia +jb =kw,e, —koe, ;
poi, sommando,

ja+4jb+ke="/, (0,0, — w,0) =0, . (10)

Adunque l'operazione w,w,— w,w,, che, applicata alle quantitd scalari, equi-
vale a 2w,w,, 8i riduce invece ad w,w, quando é applicata ad un vettore.

Cid premesso, consideriamo sulla superficie un’altra curva, tangente nell’ori-
gine all’asse y, e distinguiamo epn indici 1 e 2 tutto cid che si riferisce alla
prima o alla seconda curva. Siano ¢, e ¢, i parametri che definiscono le due curve
in un doppio sistema ortogonale, tracciato sulla superficie, e si ponga

0, =i8,4j90, +kG, , w,=i%o,—jT,+kG, .
La condizione (3), scritta per le curve dell’uno o dell'altro sistema, diventa
o0 on
= —i _— —j 1
o, woll—i , %, w2 —j , an
e si sa che per I’esistenza di £} occorre e basta che si abbia

¥ | 0logQ, 00 N dlogQ, 20

s,0s, 05, Os,  0s,0s, ds, Os,

(12)
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Intanto dalle (11) si deduce
’N e, w, .
bs,bs, (Ds wiw!)n +ijo, , bs bs (Db +“’swi) —lw, ,
ed in particolare, per =0, la (12) diventa

__:OlogQ, blogQ,
jo, +iw,=i %, s,

11 primo membro ha il valore iG,—jQ§, —k(&, + &,); quindi

dlogQ, dlogQ
G="3" » GH="5 » BE+E=0,

e perd si pud porre B, =— B, =‘€. Dopo ¢id la formola (12) si riduce subito a

(3 o809 )= wos—oon

Dunque, se si tien conto del teorema (10),

bm,+bw,+ 16‘)11"}"":(%:—“’ Wg .

E questa Ueguaglianza che chiude in s¢ le tre formole di Codazzi, alle quali
(cfr. XI1,9) si perviene osservando che il secondo membro ha, in virtd di (8), il
valore

i j k |.

T 9, @

S, & g,

Invitiamo il lettore a tentare I'applicazione d'un calcolo analogo negli iper-
spazii, immaginando un sistema di unitd (¢j) a due indici, dotate innanzi tutto
della proprieta di cambiar segno quando se ne traspongono gli indici. Bisognera
poi supporre che sia (i) (k])=0 quando #,j,%, son tatti diversi fra loro, e che
si abbia (i7)(jk)=(¢k), dimodochd, in partlcolare, r=—() @) =—(j)=0,
mentre invece l'unita (i7), moltiplicata a sinistra per (i7), ovvero a destra per
(47), non si altera; ecc. Del calcolo fondato su queste convenzioni si ha una chiara
immagine geometrica supponendo che, dopo aver numerati da 1 ad # i vertici
d'un 7 - edroide (n— 1)"“#°, si rappresenti con (ij) I'operazione che consiste nel
percorrere il lato che va dal vertice 7 al vertice j. I numeri adoperati prece-
dentemente si riferiscono al caso di #=3, in cui le unita sono

i=(32),j=03), k=(2l).
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Sull’equilibrio dei fili flessibili ed inestendibili.

Dato un filo pienamente deformabile in uno spazio lineare ad » dimensioni,
prendiamo come assi la tangente, la (# — 1)-normale,....., la normale princi-
pale in un punto mobile del filo. Questo si suppone infinitamente sottile, ma tale,
tuttavia, che ciascun elemento ds abbia una certa massa gds. Sia X; la compo-
nente, secondo 1’asse 7, della forza, computata per unita di massa, che agisce su
qds, e sia u; la projezione dello spostamento sul medesimo asse. I coseni direttori
dell’elemento di filo, dopo la deformazione, sono evidentemente proporzionali a
ds 4 du,,du,,du,,...,du,, e perd, chiamando T la tensione per unita di lun-
ghezza, si avra, per l'equilibrio con le forze esterne,

du;
qX,ds |- 8<T E)— 0,

avendo cura di aggiungere Tds a T84, quando ¢ —=1. Intanto importa qui no-
tare che le formole fondamentali (X VI, 4) relative alla direzione (e, ,a,,...,a.),
scritte sotto la forma

do;  day oy a

e} Ziet

ds ds P—n—(#! Puiet ’

come sempre si pud, per ogni valore di #, se si conviene di fare
1

O == —0¢ 3y Pipn=—F; » -=07
Po

sussistono anche quando, invece delle o, si considerano le projezioni d'un seg-
mento variabile qualunque sugli assi, Infatti

dpa;=—a,dp - pBo; = dpa; |- (&L _ b,y )ds
Pni+s Pr—i+1

Possiamo dunque scrivere
8(T %)=d(T§1‘!)+ Tou,, TOu,,, '
ds ds Pa—ies Pp—iet

e le equazioni per I'equilibrio diventano, in generale,

d Su T 8« T du
X =T __{) -1 e d —_
7 ‘+ ds ( ds + Prisa ds Patet ds 0

Finalmente, dopo totale eliminazione del segno ¥,

d du w,_ u T du T du,
X, — T(_‘+ = T )] -1 et
‘+d3 ds pn—it! pn—ioi + Pn—‘*ﬁ ds Pn_i¢1 dS

Tu,;_, . Tu,, 1 1
+ —Tu ( )= 0.
I Pnt+s Pntee Pa—i+q Pai ‘ p:-iog—i— p:-(ﬁl
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Cosi per 1=1,2,3,...,n, tenendo presenti tutte le convenzioni fatte, si perviene
alle equasioni intrinseche fondamentali per Uequilibrio d’'un filo in uno spazio
lineare ad »n dimensioni:

d du, u T fdu, u 3
x, 4 Ar(St )] T (St ) o,
744 +ds ds 24 + Py Py Pa
d ‘du, U, T [du u 13
X _[T(__’___L>]___(_3 _,____4)___0 ,
b + ds ds P,.—: pn—i ds + Pp—t [2 n—2

R ol —;,:)]ern_ (%—%L')

T (du‘ . Ug ug )—O
[ Pns Pa-s ’

0 . . . . . . . . . . . . . . .

e [r{2 )]

_}_ E dun—! + gn_—_a — un—l>= 0 .
Ps Tds P4 Pa

o A ] 2 ()

T (du"_, U, o un)
22— 2)=0.
Py \ ds Ps Pa

In particolare per »=3, chiamando X,Y,Z,%,v,w le componenti della forza
acceleratrice e dello spostamento, p ed r i raggi di flessione e di torsione, si tro-
vano le equazioni

R
mm(z—:—%)] O

0z + 5[ (Gt + )]+f(§§‘-—§+l)+"r(§—}’j—)=o,

+

segnalate da Maggi. Se il filo & inestendibile, basta osservare che la variazione
dell’elemento ds risulta dalla relazione

(ds 4-8ds)’ = (ds 4 8u,)* + (Bu,)* +.-. 4+ (Bu,)’ ,

da coi segue, nel caso di spostamenti infinitesimi, dds—=3u,, per vedere che la
inestendibilita & sempre espressa dall'eguaglianza

du, U,
ds Pi '

Quando si prescinde dagli spostamenti, le equazioni trovate si riducono alla
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forma semplicissima

daT
X, +—-—=0 , an—{—E:O y X,=X,=...=X,_,=0,
ds Py

e si vede che il filo si dispone sempre in modo che il piano osculatore contenga, in
ogni punto, la forza acceleratrice. La curva di equilibrio & dunque piana nel caso
di forze emananti da un centro. Se la forza acceleratrice X ha una direzione in-
variabile, cid si esprime (II, 1) scrivendo

dp 1

s~ p '
dove ¢ & !l'inclinazione della tangente al filo sulla direzione di X. Le prime due
equazioni dell’equilibrio, le sole di cui convenga tener conto, diventano

choscp-{—%—;l‘: s quen«p:%,

ed & facile dedurne, eliminando X ed integrando, che T'seng conserva lungo tutto
il filo un valore costante T,, dimodochd si ha
TO X — TO

Tsenp ' T gpsen’y
Qui si presentano due casi particolari notevoli. Se il filo & omogeneo (g costante)
I'ultima equazione da

a
pren’p fde_—acotqa ,

dopo aver posto Ty=aq. Ne segue che 'equazione intrinseca della curva di equi-
librio &

p=x (a5 Uxap).

Se poi il filo non & omogeneo, ma si vuole invece farne variare la densita da un
estremo all’altro in modo che dappertutto resista ugualmente all’azione deforma-
trice, bisogna porre T =agq, con a costante, nella quale ipotesi dalla seconda equa-
zione dell’equilibrio si deduce

a

psen¢

) fde:alogtgl H
L%

poi
1 1
_ @ [ afxa | [Xas
P=35x (e +e ) .
Quando, per esempio, X & costante (e si pud sempre supporre X =1), come av-
viene per un filo pesante, che, fissato in due punti, si dispone in equilibrio sotto

Pazione della gravita, le due equazioni intrinseche precedentemente ottenute di-
ventano

3 2 3
pmat s p=g (e,

e rappresentano la catenaria ordinaria e la catenaria di uguale resistenza. Cost ci
rendiamo ragione dei nomi imposti a queste curve (I, 5, 3, ¢).
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Con eguale rapidita e semplicita di mezzi si trattano altre note questioni di
meccanica, e noi esortiamo il lettore a tentare 1'applicazione del metodo, qui espo-
sto, allo studio della deformazione di fibre o linee materiali, tagliate in un corpo
elastico, considerando, in luogo della tensione, le forze interne che agiscono in
tutti i sensi su ciascun elemento di fibra. Le formole che in tal modo si ottengono
debbono presentare, per la trattazione di speciali problemi, vantaggi analoghi a
quelli delle coordinate curvilinee.

Sulle equazioni della elasticita negli iperspazii.

I calcoli accennati da Beltrami nella Memoria sulle equazioni generali
dell’elasticitad si possono eseguire con una certa speditezza, non priva di eleganza,
anche per uno spazio curvo a quante si vogliano dimensioni, facendo uso della se~
gnatura da noi adoperata nell’ultimo capitolo. Prima ricordiamo (XVII, 6,7) che,
essendo %,=0, i coefficienti di, allungamento e la dilatazione solida unitaria son
dati dalle formole

2 0
0‘=u‘,=3‘:—:+z@ij"; ) 9':20::2(’5?""@‘)“"

Avremo inoltre da considerare i mutui scorrimenti 6,, degli elementi lineari coor-
dinati, e le doppie componenti 3, della rotazione del mezzo. Le loro espressioni si
ricavano dalle formole '

s By 3y =uy= g%:— Gatty » Oy —Y)=uy= %%— Gy (1)
che si riducono in sostanza ad una sola (XVII, form. 15) se si osserva che
0y=0; , Yy=—3,.
Cid premesso, quando si assume
—'/+(A8"+BY %) @

come sola parte efficace del potenziale per la formazione delle equazioni indefinite,
si perviene, col solito procedimento, alle equazioni

20 d
X,+A$‘-+Bz(b—3’+ cg,—cg‘,)sv+2aa,=o , 3)

prive, nel primo membro, dell'ultimo termine. E questo termine che bisogna cal-

colare affinch¢ le (3) siano, a prescindere dalla variazione delle costanti d’isotro-

pia, le equazioni generali dell’elasticitd dei mezzi isotropi in qualsiasi spazio o

iperspazio curvo, Intanto, seguendo il processo tenuto da Beltrami per trovare
33
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le formole (4) della sua Memoria, si ottengono, invece delle nostre (3), le equazioni

X;= (b—bs; + @n) T;— Z G T;+ Z(i)('ab;j + ng + gu)Tﬁ v )

nelle quali le T; e le T,, sono le tensioni degli elementi (lineari e superficiali)
coordinati. L’indice ¢ posto all’ultimo segno sommatorio serve a ricordare che bi.
sogna escludere dalla corrispondente somma il termine definito dal valore ¢ di j.
Le formole (4) sono indipendenti dalla natura geometrica dello spazio come dalla
costituzione fisica del mezzo. Quando questa si particolarizza introdacendo 1’ ipo-
tesi dell’isotropia, si ha

T‘=—(A—2B)9—2BO‘ ’ T(J:'—Boijv

e le equazioni (4) diventano

XA 33_933 36,428 G,,(8,— 6 )+Bz"’( +G;,+<?,,.,)oi,=o.

Ora il paragone con (3) da subito, osservando le (1),

()

a5 2+ 2000 + B G (5 — G
+2“’(as +G’n)( ~Gu) - | ®

Intanto
(‘) ) blu" b )
bsiz =X 3—8;354”3—3‘2(9,—@&,)% .
D'altra parte, in virtu della condizione d’integrabilita (XVII, form. 18), si ha pure
' 1) du du "
3 (24 e G B 38,8

quindi

0 W W[ du du S s \.
s, o, 2 (b—sj'*‘(%f) "+L«'hbs E%.--bs—fr).“ra—,;(%—%)-

poi, sostituendo in (5),

a‘_@,(B‘ bu‘) EC%Jt( ) ‘z<a% +(‘}1(“}u)
—2 [-37‘(('5:"‘ G+ (‘z}u@n]".i .

Cosi & dimostrato che @, é una forma lineare delle u:

4= a4, .

Raccogliendo i termini che moltiplicano w, si ottiene

=G G)%— 5 G —%— ISy ©
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per i §j. Invece

ay=— %_?‘L E (P_@i‘—‘ + Q’jgu + g{;) ™

Ora noi potremmo esprimere i coefficienti a mediante le funzioni Q; ma & pia
conveniente introdurre le curvature normali 90 e le torsioni geodetiche B, to-
nendo presenti i grappi (y) e (8) delle formole generali di Codazzi (XVII, 4). La
formola (7) si pud scrivere nel seguente modo:

o= =3 (% + 234+ 6+ 63) 23— G
La seconda somma & uguale a
Dunque
a=— 2 (3 + 316 46} +36.9,)

ovvero, per le (Y),

A= X (T, 9%, — E:f) . ()
Similmente alle (8) si pud dare la forma
) Q- 4,0 [0
a‘,=(‘3‘j2 (%hi_ 53— ( @u —E (gki@hj': "‘E( I)[ gu +(gkj ‘—'@u) @Ju]

ciod, in virta delle (),
Gyy=— 2 (T, B+ By T, - )

)]

Questa formola mostra che a;;=a;. Si & dunque condotti a considerare la forma
quadratica

U="/, N a;uu, , (10)

le cui derivate parziali prime sono appunto le a;. Per sapere qual’ ¢ il significato
di U si noti che alle equazioni (3) si sarebbe egualmente pervenuti assumendo
come parte efficace del potenziale I'espressione (2) aumentata di 2BU. Cio si pud
esprimere dicendo che la curvatura dello spazio produce una perdita di energia
elastica, come se una parte di questa energia venisse spesa dal corpo a vincere le
difficoltd che incontra per deformarsi in uno spazio non lineare. Pud tuttavia ac-
cadere che sia U<0, ed allora 'energia elastica & invece pit intensa di quella
che si avrebbe in uno spazio lineare, come se la forma dello spazio fosse tale da
agevolare pinttostoché contrariare le deformazioni elastiche. In altri termini, se
immaginiamo lo spazio irrigidito nella sua essenza geometrica, e d’altra parte
supponiamo la materia dotata d’una specie d'fnerzza, in virtd della quale essa
tenda sempre a deformarsi come se si trovasse in uno spazio lineare, possiamo
dire che contro tale tendenza reagisce lo spazio con forze che ammettono il poten-
ziale 2BU.
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Per esempio, nel caso d’uno spazio a due dimensioni, si ha a,,=@a,, =K,
@, =0; quindi U="/,K(u,*4 %,?), e le equazioni (3) diventano

W % 0w
X, +Agy —B 5 +2BKu=0 , X,+As-+By-+2BKu,=0,

e restano inalterate nelle deformazioni della superficie, supposta flessibile ma in-
estendibile. Adunque, sopra una superficie, la perdita di energia elastica & propor-
zionale al quadrato dello spostamento ed alla curvatura della superficie nel punto
che 8i considera. Per uno spazio qualunque avviene qualche cosa di analogo. Im-
maginiamo infatti che lo spazio sia riferito al suo sistema di curvatura. Sono al-
lora nulle tutte le torsioni &, e dalle (9) si ha a; =0, mentre dalle (8) si vede
che a;; ¢ la somma delle curvature totali di tutte le superficie coordinate che con-
tengono la linea ¢;. Ora, rappresentando con % la projezione dello spostamento
sulla superficie ¢,9,, e con K, la curvatura totale di questa, I'eguaglianza (10)
diventa

U:l/aZKuui’J .

La perdita di energia elastica in uno spazio curvo ad # dimensioni ¢ dunque ugua-
le alla somma delle perdite dovute alle !/;n(n—1) superficie di curvatura.



CORREZIONI ED AGGIUNTE

Pag. 7,linea 17, invece di intriseca leggi intrinseca .

»

»
»

8, » 13. Non bisogna intendere in senso troppo ristretto la rassomiglianza qui affer-

mata fra due curve. Conviene anzi ritornare su questo esempio nel §8 per osservare
che, sebbene p e ¢ variino con s allo stesso modo nelle due curve, per la catenaria di
eguale resistenza si ha inoltre limu=+1; 7a quando s tende a +-, e perd la cur-
va ammette due assintoti paralleli, ed & tutta compresa nella striscia di larghezza =a,
che questi determinano nel piano. Del resto anche per valori finiti di s, se si pud tro-
vare una certa rassomiglianza fra le due curve, bisogna tuttavia notare che nel domi-
nio dell'origine la catenaria di eguale resistenza si comporta, non come una ;:atenaria

propriamente detta, ma come se la sua equazione intrinseca fosse p =a - 2‘—“ .

9, linea 10, invece di de leggi da
9. Ad evitare equivoci vogliamo qui precisare le cose dette in principio del §7, ed aggiun-

gere alcune osservazioni. Se ¢ tende, per s—oc0, al limite Anito a, e se si ammette
anche I'esistenza del limite (finito o infinito) A=lim (s: p), il teorema di I'Hospital d&

nm‘:i=1im(,+%) ,

quando esiste il secondo membro; ma questo esiste, per le ipotesi fatte, ed ha il valore
a ), mentre il primo & «. Dunque =0, vale a dire che ¢ prodotto dell’ arco
per la curvatura non puo tendere ad un limite non nullo. Ne segue, in partico-
lare, che la curvatura stessa non pud avere un limite diverso da zero, altrimenti ) sa-
rebbe infinito. Qui si noti che, se il teorema di 1'Hospital non fosse vero che per A
finito, la dimostrazione precedente sarebbe inutile, giacché dallo stesso ammettere
I'esistenza di A seguirebbe lim(1:P)=0; ma non & soltanto questo che si & voluto
dimostrare, altrimenti si sarebbe scritto

limag=lim(?+%) .

Piu semplicemente le due proposizioni enunciate risultano dalle uguaglianze

im? —timL , lm e =lim - .
s [4 logs [4

Adunque se, crescendo s all’infinito, ¢ tende ad un limite finito, la curvatura oscilla
o tende a zero, e 8i pud aggiungere che tende a sero piu rapidamente di 1:s. Che
la curvatura possa indefinitamente oscillare si vede poi considerando, per esempio, la
linea rappresentata dall’equazione

sen (s?)

2.

Pl =cos(s%) —

linea composta di archi alternativamente concavi e convessi, in numero infinito, in
ciascuno dei quali la curvatura, nulla negli estremi, raggiunge sempre un valore dop-
pio di quello che si ha nell'origine, malgrado che gli archi tendano a zero, e che la
tangente, diventando infinite volte parallela alla sua posizione iniziale, tenda ad assu-
mere questa direzione. Sembra ben difficile immagioare condizioni tali, che impedisca-
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no l'oscillare della curvatura quando ¢ tende, per s == oo, ad un limite finito, giaccheé
non si riesce ad ottener cid col supporre che ¢ varii sempre in un senso, nemmeno se
si aggiunge I'ipotesi della continuita di p. Cosi, per esempio, con infiniti archi di lun-
ghezza 1, staccati, a partire dalle cuspidi, sulle sviluppanti dei circoli, i cui raggi sono
23,25 27,...,si pud costituire una linea tutta convessa, la cui curvatura, ben luogi
dal tendere a zero, riprende indefinitamente valori grandi quanto si vuole, mentre
I'angolo ¢ va continuamente crescendo da 0 ad 1:

9=1_£—" (1—% V.—W) .

Per ottenere che p non cada bruscamente da valori arbitrariamente grandi al valo-
re 0, basta intercalare nella suddetta serie un’altra serie di archi, ordinatamente u-
guali ai primi, alternando gli archi della prima serie con quelli della seconda, ed in-
vertendo il senso positivo di questi ultimi.

pag. 30, linea 18, invece di sviluppata leggi sviluppante

»

»
”»
»

1

L 3

¥ ¥

124, nel primo membro della terza formola (14), invece di a leggi —

40, sulla figura, cambiare # in %, ed 2# in ¥

61, sull'ultima figura, mettere M nel punto di contatto dei due circoli
73, linea 3, invece di Dunque, se leggi Dunque se,

81, sulla figura, invece di L leggi I'

109, linea 13, dal fondo, invece di l leggi 3
o

0s,2

112, invece di Condizioni leggi Gondizione

dy Jy

ds

133, sulla figura, invece di » leggi <
145,8 7. 1l lettore immaginera facilmente altre questioni, che gli diano agio di esercitarsi

sulla discussione intrinseca delle curve storte. Cosl, per esempio, se si vuol sapers
quali, fra le curve tracciate sopra una sfera di raggio R, hanno la torsione co-
stante, 8i ha subito

s

=( ‘f—f’:% , P=kacos% , P—Rlogcot (%—2—“) ,
dopo aver posto r=a,R=~ka; e si vede (I, 9) che la trasformata piana (IX, 13, d)
consta di archi di lunghezza 74, in numero infinito, ciascuno dei quali si avvolge as-
sintoticamente intorno agli estremi, simmetrici rispetto alla normale’ nell' origine,
come a pag. 16 nella prima delle due figure di destra. Quando si torce un tale arco,
senza fletterlo, per collocarlo sulla sfera, gli estremi restano punti assintotici, e nel
dominio di ciascuno di essi la curva si pud considerare come tracciata nel piano tan-
gente (P =14 *). Nell'origine, invece, la curva oscula un circolo massimo, e lo attra-
versa, perché da un estremo all'altro il piano osculatore va ruotando sempre in un
senso. Cosl avviene che in ciascuno degli emisferi, determinati dal suddetto circolo,
sta un punto assintotico. Projettata sul piano del circolo, la curva conserva la forma
generale della trasformata piana; ma la sua projezione sul piano tangente neli’ori-
gine degli archi rassomiglia invece ad una clotoide. Circostanze analoghe si presen-
tano nelle curve sferiche, per le quali é costante il prodotto delle curvature. Posto
R="kia ,pr=aR, si trova infatti che queste curve sono rappresentate dalle equazioni

2k%a

_8 AL b

p i R r-_?(e +e ) ,
3a+¢— a

facili a discutere. La sola differenza rilevante con le curve precedenti sta in cid, che

le ultime ottenute sono costituite da un arco unico, di lunghezza infinita, quantunque
limitato a due punti assintotici.

» 145, linea 11, dal fondo, invece di J'1—a® leggi V1 — ot



pag. 168. Delle due uguaglianze scritte nell'ultima linea, la seconda si pué dedurre dalla prima
mediante la solita regola di I'Hospital, ammettendo, bgninteso, che la derivata par-
ziale di Qq rispetto a ¢, abbia un limite per ¢, infinitesimo ; ma, poichs il solo ammet-
tere che questa derivata esista include I'ipotesi della continuita di Qg rispetto a g, si
ha Q=0 per ¢,=0, ¢ )a prima delle due citate uguaglianze ci dice ancora che

Q.

0gqy
in virtd della definizione stessa della derivata. Si pud dunque affermare qualche cosa
di piu del contenuto della seconda eguaglianza; ma ci6 equivale semplicemente a dire
che anche la derivata di Q, rispetto a g, &, per ¢; =0, funzione continua di ¢,.

» 176, linea 16, invece di (II, 2) leggi (II, 1)

» 205, linea 5. Per maggior chiarezza invece di corrispondenti silegga perpendicolari,
e si aggiunga che ciascun piano focale, per una data g, contiene g ed una delle due g’
infinitamente vicine, che incontrano g. I piani focali sono dunque i piani tangenti alle
due serie di sviluppabili contenute nella congruenza.

» 205. Dopo il §4 & utile aggiungere che, in ogni congruenza, I'insieme delle rette g’, infinita-
mente vicine a g, ha la notevole proprieta, segnalata da Sturm, di poter essere sem-
pre considerato come appartenente ad una congruenza lineare. Infatti nel passaggio
di g alla posizione g’, questa retta assume, come si é detto nel §2, i coseni direttori

=1 per ¢;=0,

a=senn.ds , g=—cosw.de , V=1;

e le altre coordinate di g’ sono, se si trascurano gli infinitesimi superiori, E=y,
n=—x,5=0, giacché le nuove coordinate #,y,s dell'origine sono infinitesime. Del
resto le formole fondamentali mostrano che l'origine, nel passare da g su g, acquista,
rispetto agli assi iniziali, le coordinate

z=—fp—agy , y=—p¢1+aps ,» s=—frtar, .

Dunque g’ appartiene, qualunque sia @, alla congruenza lineare definita dalle equa-
zioni

§=—fq,+apy , n=Pp;+ag:,

e perd incontra certe due rette, che si determinano facilmente supponendo nulli una
volta p, e g3, ed un’altra p; e g, . In particolare, se la congruenza & normale, si pué
sempre supporre py==py=0, ¢;=R, , go=R,. Dunque le normali ad una superfi-
cie, nei punti infinitamente vicini ad M, si appoggiano tutte agli assi dei circols
osculatori delle due seziont normali principali, che passano per M.

» 234, linea 2, invece di 7—1 leggi B —1

()] ()]
» 237, » 14, » » Ay leggi Ay,
» 239, formola (¢), invece di 3%3& leggi %‘}ﬁ
s s

» 256. 1l teorema enunciato nelle linee 3* e 4* spiega in altro modo (XI, 8);perché un filo, teso
sopra una superficie, si dispone in forma di geodetica. Infatti la superficie, al filo che
tende a rettificarsi, oppone normalmente una reazione F, che deve anche stare nel
piano osculatore della curva di equilibrio. Questa & dunque tale che il piano oscula-
toex; in ciascun punto & normale alla superficie, @ perd & una geodetica. Inoltre si
vede che

pqF =T = costante,
cios la reasione, computata per unitd di lunghezza, é proporsionale alla curvatura

del filo, e cosi ci spieghiamo anche perché manca la reazione nei punti di contatto
del filo con le assintotiche della superficie.
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